CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E2100

(1) Dadas las funciones f(x) = Vo +4, g(z) = /3 — 2 & h(z) = 22 — 1, obtener: (g/h)(z), (ho f)(z) & (go

h)(z), asi como sus respectivos dominios.

(2) Dada la funcién definida por f(z) = 32°—5x3, obtener: raices, intervalos de crecimiento y de decrecimiento;
puntos criticos y su clasificacion; intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos
de inflexion y un bosquejo de la gréfica.

(3) A un depésito cilindrico de 5 m de radio le esta entrando agua a razén de 25 [ por segundo. Calcular la
rapidez a la que sube el nivel del agua. [Recordar que 1 [ es igual a 1 dm?.]

(4) Una pdgina ha de contener 30 cm? de texto. Los méargenes superior e inferior deben ser de 2 cm y los
laterales de 1 cm. Hallar las dimensiones de la pagina que permiten ahorrar mas papel.

(5) Si se lanza una pelota hacia arriba desde la azotea de un edificio que tiene 25 m de altura con una velocidad
inicial de 20 m/s, entonces la altura sobre el suelo ¢ segundos después serd h(t) = 25+ 20t — 5t%. ;Durante
qué intervalo de tiempo estard la pelota por lo menos 40 m arriba del suelo?

(6) La posicién instantédnea (en metros) de una particula que se mueve en linea recta, estd dada por s(t) =
t2 — 8t + 18, donde t se mide en segundos.
(a) Calcular las velocidades promedio en cada uno de los siguientes intervalos: [3,4], [3.5,4], [4,4.5] y [4,5]
(b) Utilizando la definicién de derivada, calcular la velocidad instantanea de la particula en ¢ = 4 seg.
22+ 2x — 8
(7) Para la funcién f(x) = —2 1 determinar: dominio y raices; intervalos de continuidad y tipo de
discontinuidades; asintotas verticales y horizontales; su grafica.
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Respuestas

(1) Dadas las funciones f(x) = Vo +4, g(z) = v/3 — 2 & h(z) = 2? — 1, obtener: (g/h)(z), (ho f)(z) & (go

h)(z), asi como sus respectivos dominios.

v Tenemos:

f@]=h(Vo+4) =x+4—-1=0+3;
hz) =g(x*—1)=/3— (22— 1) = V4 — 22
Como Dy = [—4,400), D, = (—00,3] & Dj, = R, tenemos:
Dy = ﬂDh}—{zeDh\h(x)zo}.
Como Dy () Dy = (—00, 3]\ R = (—00,3] & h(z) =0 < 2 = +1, entonces
Dy = (=00,3] = {#1} = (=00, =) | J (-1, 1) | J (1, 3];
Dhon{IGDf\f(fE)GDh}Z{fEG[—4>+00)\WER}Z[—‘L%@);
Dyop ={x € Dy|h(z) €Dy} ={z € R|2>—1€(~00,3] }.
Como 2?2 —1<3 &2 <4&|x|<2&x e [-22] resulta que Dyop, = [—2,2].

O

(2) Dada la funcién definida por f(z) = 32°—5x3, obtener: raices, intervalos de crecimiento y de decrecimiento;
puntos criticos y su clasificacion; intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos
de inflexion y un bosquejo de la gréfica.

v Calculemos las raices:

32° — 5 =2*°(322 —5) =0 2° =032 -5=0r=0&2"= - &

| ot

5
<:>17:0;|17|:\/;®$:0&$%i1.2909944.

Que son las raices de f, y que concuerdan con el hecho de que f(x) es impar.
Para determinar los intervalos de crecimiento se deriva f
f'(z) =152" — 1522 = 152%(2* — 1) =0 2* =02 -1 =0 &
sr=0+)(z-1)=02=0& z=+1.
Estos tres puntos criticos —1,0 & 1 dividen a la recta en cuatro intervalos donde la derivada tiene los
siguientes valores:
Eligiendo arbitrariamente +2 € (—oo, —1)J (1, +00) se tiene que f'(+2) > 0 = f(x) es creciente en
(—o0,—1) y en (1, +00).
1 1
Analogamente, eligiendo i§ € (—1,0)J(0,1) se ve que f' (iﬁ) < 0= f(x) es decreciente en (—1,0) y
n (0,1).
Como en z = —1, la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente. Luego entonces,

(1 f(=1)] = [-1,3(=1)° = 5(=1)*] = (=1, =3 +5) = (-1,2)



EVALUACION GLOBAL E2100 3

es un maximo relativo. Ademads, por ser f(z) impar, el punto (1, —2) es un minimo relativo.
Siendo f(x) decreciente en (—1,0) y en (0,1), en (0,0) la funcién no tiene valor extremo.

Concavidad:
Para la concavidad se deriva nuevamente

1
f"(x) =602° — 30z =30x(22* —1) =0 r=0& x = i—ﬁ ~ £0.7071067.

Se determina el signo de la segunda derivada en los cuatro intervalos donde la segunda derivada no es cero.

1 1
En [ —oo,———= |, eligiendo —1 € | —o00, ——= | se tiene que f”(—1) < 0, luego f(x) dirige su concavidad
( \/5) g ( \/5) que f"(=1) go f(x) dirig

hacia abajo en | —oo, —

Yen(
En(
1

()

1
V2

,+00 | la dirige hacia arriba, pues f(x) es impar.

E\HE\H

1 1 1
,0), —5 € (—E,O), f" (—5) > 0, luego f(x) dirige su concavidad hacia arriba en

0

v

1
Y en cambio la dirige hacia abajo en (0, ﬁ)’ pues f(z) es impar.

Puntos de inflexion:
Los tres puntos

= | ———=, —0.5303301 + 1. 767767) (—0.7071067, 1.2374369);
0, f(0)] = (0,0) y también

[\/% f (\/%)} = (0.7071067, —1.2374369)

son de inflexién.
Con toda la informacién obtenida, conociendo que f(z) y f”(z) son impares y que f’(x) es par, asi como
que las tres son continuas en todo R, la grafica de la funcién f(x) queda de la siguiente manera
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f(z)

O

(3) A un depésito cilindrico de 5 m de radio le esta entrando agua a razén de 25 [ por segundo. Calcular la
rapidez a la que sube el nivel del agua. [Recordar que 1 [ es igual a 1 dm3.]

¥ Recordar también que 5 m = 50 dm, luego el volumen del agua es

1
— 2y _ £02 —
V =ar°h =50"th = h = 5027TV.
dh(t 1 dV av
Derivando con respecto al tiempo: d(t ) = t0es i pero, como i 25 dm?’/s, entonces:
dh(t) 1
— = 25 d =—d = d
at  soer 2 A = g oy /S = gy A/,

que es la rapidez a la que sube el agua.
O

(4) Una pdgina ha de contener 30 cm? de texto. Los méargenes superior e inferior deben ser de 2 cm y los
laterales de 1 cm. Hallar las dimensiones de la pagina que permiten ahorrar mas papel.

v Hagamos un croquis con el tamano de la pagina y los datos

2cem

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Yy cm

2cm

Se sabe que zy = 30 cm?.
Se quiere minimizar el drea de la pagina de papel, esto es: A = (z + 2)(y + 4).

Entonces, el area es una funcién de dos variables, x, y.



(6)
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30
Pero como zy = 30 = y = —, sustituyendo este valor en la expresion para el area de la pagina, queda

como funcién de la tnica variable z, a saber:
30 60 1
Alz)=(z+2)| —+4) =30+42+ — +8 =42+ 60z~ + 38.
x x
Para hallar los puntos criticos se deriva

60 60
Allr)=4—-5=04=S5 e’ =15&|z|=VI5
X

2
Por lo que
z =/15;
30 30V15
V15 15
" —2\7/ 120 /-
Como A”(x) = (4 —6027%)" = — > 0, se trata, en efecto, de un minimo.
x

O

Si se lanza una pelota hacia arriba desde la azotea de un edificio que tiene 25 m de altura con una velocidad
inicial de 20 m/s, entonces la altura sobre el suelo ¢ segundos después serd h(t) = 25+ 20t — 5t%. ;Durante
qué intervalo de tiempo estard la pelota por lo menos 40 m arriba del suelo?

Vv Hacemos 25 + 20t — 5t? > 40 < 5t2 — 20t + 15 < 0.

Como 5t2 — 20t + 15 = 5(t? — 4t + 3) = 5(t — 1)(t — 3),

entonces 5t — 20t + 15 = 0 para t = 1 y también para t = 3.

Estos dos puntos dividen a la recta real en tres intervalos: (—oo, 1), (1,3) y (3, +00).

Se quiere saber cudndo 5t% — 20t + 15 = 5(t — 1)(t — 3) < 0. Es decir, cuando (¢ — 1)(t — 3) < 0.
Esto se puede saber considerando la tabla siguiente:

Signo de
Intervalos |t —1|t—3|5t* — 20t + 15
t<1(<3)| - — +
1<t<3 + - -
(1<)3<t| + + +

Luego entonces, 5t* — 20t + 15 < 0 & t € [1, 3].

@ E———— @

O

La posicién instantdanea (en metros) de una particula que se mueve en linea recta, estd dada por s(t) =
t2 — 8t + 18, donde t se mide en segundos.



(7) Para la funcién f(x) =

EVALUACION GLOBAL E2100

(a) Calcular las velocidades promedio en cada uno de los siguientes intervalos: [3,4], [3.5,4], [4,4.5] & [4,5]
v Calculamos:

(3) 16 —32+18 — (9 — 24 + 18)

S
3,4] w0 = =—1
3w ="y 1 !
35,4 5 s(4) — s(3.5)  2—(3.52—8-354+18) 2 — (1225 — 28+ 18)
’ 1-35 0.5 0.5
2-92925 —0.25
- - — 0.5
05 05 ’
45)—s(4) 452 —8-45+18—2  20.25 — 1 2
[4’4'5]:7723( 5)—s(4) 45 -8.45+18-2 2025 -36+16 0 5 _ o5
15—4 0.5 0.5 0.5
 s(5) —s(4) 52-8.-5+18-2 2540+ 16
4 = = = :1
[4,5) :0 51 1 1

O
(b) Utilizando la definicién de derivada, calcular la velocidad instantanea de la particula en ¢ = 4 segundos.
Vv Por definicion:

sty —s(4) L P—-8t4+18—-2
v(d) =lip —— = =lim————— =

, P8t +16  , (t—4)?

=lim— =1im =

t—4 t—4 t—4 t—4

zlﬂ(t—él)zo.

O

2?4 2x — 8

5 , determinar: dominio y raices; intervalos de continuidad y tipo de
l’ —

discontinuidades; asintotas verticales y horizontales; su grafica.

¥ Dominio:
Di={zeR|s* 440} ={2eR|(=+2)(x—-2)#0} =R — {£2}.

Raices:
Para hallar las raices se resuelve 22 + 2x — 8 = 0; como z? + 2x — 8 = (x + 4)(z — 2), se ve que
2422 —8=0%1=2& x = —4, pero como 2 ¢ Dy, la tnica raiz de f es x = —4.

Continuidades:
La funcién por ser racional es continua en su dominio, es decir, (—oo, —2) |J (—2,2) [ (2, +00).

Calculamos
(x+4)(x—2) . r+4

If = Ui = = .

A = I e =) ey T

Pues h’mz(at +4)=2>0& h’mrr(a: +2) = 0F.
Tr—— r——2

Asintotas:
La discontinuidad en x = —2 es esencial, de hecho es infinita, y entonces la recta x = —2 es una asintota
vertical.
Analogamente

xr+4 6
If — 1 _2
Jim f(@) = lim ——— = 7

Y

3
2
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3
por lo que la discontinuidad en z = 2 es removible, pues si se define f(2) = 2 f(z) resultaria continua en
T =2
Y ahora:

Entonces, la recta y = 1 es asintota horizontal

La gréfica de la funcién f(x) es:
f(z)




