CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
EVALUACION GLOBAL E0600

(A) PRIMER PARCIAL

202 —x — 3
|22~z 3| _,

(1) po
3—x

2 >
2) dr +1 —
(3) Dada la siguiente funcién

|3z +1| siz<O0;
flx)=qa?+1 si0<x<3;
-3 six >3,
obtener la gréafica de f, su dominio, su rango y sus raices.

(4) Expresar como cociente de dos enteros el nimero
x = 20.58

1
1—(z+6)

(5) Dados f(z) = (2* +3)* y g(z) =

(a) Dar el dominio de f y de g
(b) Obtener (f? + 4g)(x)
(c) Expresar (f o g)(x) y dar su dominio

(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) lim (V2?4 bz — x).

(2) lim (é — 3) x.
z—0 \ &
20 + 2 —3
(3) Dada f(@) = s

(a) Determinar su dominio y sus raices

(b) Clasifique sus puntos de discontinuidad

(c) Dé las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales
(d) Haga un bosquejo de la gréfica de f

osqueje la gréfica de una funcién f(z) que cumple con las siguientes condiciones:

a) f(zr)=1s14<x<6;

b) lm f(z)=0y lim f(z)=0;
(c) f(=2) =0

(d) f'(=4) = 0;
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() lim f(z) = —coy lim f(z) = —oo;
(f) h’rré f(z)=1.
Senale los puntos de discontinuidad esencial.

» 323 + 14x? — 27z + 4 ., )
(5) Dada la funcién f(z) = P , encuentre el punto donde esa funcién no es continua.
l’ —
. Cémo definiria la funcién en ese punto, para que ésta sea continua en todos los reales?

(C) TERCER PARCIAL

d
(1) Encuentre d—y en la ecuacién y?(x% — 1)? + 3(2y> — 1)2 = 0.
T

(2) Dada f(z) = 2* — 223, determinar:
(a) Puntos criticos y clasificacién
(b) Intervalos donde crece o bien decrece
(c¢) Puntos de inflexién
(d) Los intervalos de concavidad
(e) Gréfica de f

hog

V2 +1

(4) Demostrar que entre todos los rectangulos de area dada, el de menor perimetro es el cuadrado.

(3) Dado que f(x) = y siendo que h & g son funciones reales de variable real, halle la derivada f'(x).
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Respuestas

(A) PRIMER PARCIAL
2 _
| 20% — x — 3| <4
r—1
Vv Sabemos que v — 1 # 0 < x # 1.

Busquemos primero puntos x del conjunto solucion tales que x > 1, es decir, v — 1 > 0.
Entonces, la desigualdad propuesta es equivalente a

(1)

|20 —z 3| <4(z—1) & —dz+4<22® —z -3 <4z —4.
A su vez la primera desigualdad —4x + 4 < 22% — x — 3 equivale a
20 —x —34+4r—-4>0& 22" +32x—7>0.

Resolviendo 222 + 3z — 7 = 0, hallamos

Lo ~3EVO+56 —3+ 65

4 4
Y entonces
-3+ V65 —3 — V65
20 +3r —7=2 <x—+7> (:17—7>
4 4
El signo de 222 + 3x — 7 nos lo da la tabla siguiente
Signo de
Intervalo T — ‘3‘4‘/% T — ‘?)J’T\/% 222+ 3z — 7
—3— —3+/65
—3— —3+1/65
( 3—/65 <) SR + + +

En este caso, la desigualdad la cumplen las x tales que = > _32‘/6_5, ya que _?’J’T\/% > 1, es decir,
T e (“Q’J’T‘/%, —l—oo).

La segunda desigualdad 222 — x — 3 < 42 — 4 equivale a

20 —x—3—4dr+4<0&22° —5r+1<0.
Resolviendo 22?2 — 52 + 1 = 0, hallamos

dEV25—-8 HEVI7
xr = —_=
4 4 ’

y entonces

2x2—5x+1=2<x—m> (:,;—L\/ﬁ)

4 4
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El signo de 222 — 52 + 1 nos lo da la tabla siguiente:

Signo de
Intervalo T — 5_Z/ﬁ x — 5+)1/ﬁ 22% —bx + 1
p< S (<A - - +
5—V17 5417
R e + - -
517 5417
( ¥ <) < + + +

Y en este otro caso aquellas x tales que 1 < = <

5+ V17 5+ V17
4 4

, esto es, ¥ € <1, ) cumplen la

desigualdad.
Por lo tanto, el conjunto solucion de la desigualdad propuesta para x > 1 es

5+ /17 —3+65 —3++65 5+17
(A - ()

~ 1.2655644 & ~ 2.2807764.

ya que

—34 65 54+ /17
4 4

Busquemos ahora puntos z tales que x — 1 < 0, es decir, z < 1.
| 222 —x — 3|

7 < 4, equivale ahora a | 22% —x — 3| > 4x — 4 que equivale a su
l’ —

La desigualdad propuesta,
vez a

202 —x—3>4r —4obien22® — -3 < —4dxr+4.

Igualmente, 222 — x — 3 > 4x — 4 equivale a 222 — 2 — 3 — 42 + 4 > 0; esta desigualdad equivale a

222 —H5r +1 > 0.
5_m>u<5+m

En la tabla anterior vimos que 222 —5x+1 >0 &z € <—oo, 1 1

5— 17 5— 17

) —I—oo) , pero, como

buscamos x < 1, sélo nos quedamos con | —oo, 1 ya que — — ~ 0.2192235 < 1.
Ahora resolvamos 222 —x —3 < 4o +4 & 222 —x+4r —3—4 < 0 & 222+ 32 — 7 < 0 con la restriccién
que z < 1.

En la primera tabla vimos que tal desigualdad se cumple si
-3 — /65 -3+ V65 -3+ V65
— <1< ————donde — >
4 4 4
Luego entonces, otra parte del conjunto solucién es
-3 — /65
4

En resumen, el conjunto soluciéon de la desigualdad original es

<_OO 5—\/ﬁ>U<—3+\/@ 5+\/ﬁ>

1.

<x<l.

4 4 4
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«——o0 0 ¢———>0
5 — V17 -3+ V65 5+ V17
4 4 4

Como podemos comprobar, z = 0 & = = 2 satisfacen a la desigualdad propuesta pues:

12x02—0-3| |-3| 12(22)—2-3| |8-5| |3|
0—1 —1 SRR 2—-1 1 1

Pero en cambio x = 3 no la satisface, pues

12(3)2 =3 — 3| _[18—6]  [12]

=6+«£4.
3—1 2 2 7
3—x
2 >
()4x—|—1_
Vv Esta desigualdad equivale a
3—x 3—z— 16z —4 —17x —1
—4> >0 — >0«
dor +1 z0e dr +1 - dr+1 —

(:)_17x—|—1>0(:>17x—|—1 .
dr +1 — dr+1 — 7
esta tltima se cumple si
17r+1>0y4r4+1<0 obien 172+1<0y4dxr+1>0;

170 > -1y de < —1 o bien 170 < —1y 4o > —1;
1 1 1 1

x2—1—7ya¢<—1 o bien xﬁ——71yx>1—1,
re o bien x € _Z’_1_7] .

Por lo que el conjunto solucién es precisamente

ot
TRAT,

(3) Dada la siguiente funcién
|3z +1| siz<O0;
fle)=<Kaz*+1 si0<x<3;
-3 six >3,

obtener la gréafica de f, su dominio, su rango y sus raices.
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1
Vv Notemos primero que 3z +1>0 &< x > _§; luego,

) 1
—3Br—1 sixr<—=;

fx) =

1
3r+1 si—§§x§0.

Siendo asi, la grafica de la funcién f(x) es:

1
Para esta grafica hemos tabulado los valores: f(—2) =5; f (——) =0& f(0)=1.
Dominio: Dy = R, Ry ={-3}J[0, +00).
1

Y la Unica raiz es x = -3

(4) Expresar como cociente de dos enteros el niimero z = 20.58.

Vv Sea
x = 20.58 = 100z = 2058.58 = 100z — x = 2058.58 — 20.58 = 99z = 2038,
; 2038
entonces, ¥ = ——.
’ 99
1
5) Dadas f(z) = (22 +3)? & g(z) = ,
(5) flz)=( )? & g(x) o

(a) encontrar el dominio de f y de g
v Dominio de f(z): Dy = R.
Dominio de g(x):

Dy={zeR|1-(z+6°>0}={zeR|(z+6)*<1}=
:{ZEER‘ |I+6|<1}:{ZL’ER‘ —1<z4+6<1}=
={zeR|-T<z<-5}=(-7,-5).

(b) Obtener (f? + 4g)(x)
v Calculamos

(f? +49)(2) = f2(2) + 4g(x) = (2> +3)* + 4

V1—(z+6)2
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(c) Expresar (f og) (z) y dar su dominio
v Vemos que

(fog)(z) = flg(x)] = f [

2 2
B 1 sl 1 s > (1-32% 362 —105\"
- 1— (z +6)2 o\l —22— 122 — 36 S\ —22—-122-35 B
[— (322 + 362 +104)]* (322 + 362 + 104\ *
| (22 +120+35) |\ a2+ 120 +35 )

Dfogz{xeDg\g(x)eDf}:{xé(—?,—k'))‘ —7,-5) .

1
WER}:(

(B) SEGUNDO PARCIAL

(1) lim (V2?4 bz — x).

r——00

¥ Racionalizando el numerador, tendremos:

Vat+br—x 2 +br—a® 5z
1 V2+br 4+ Va2 +br+ax
1 1 1
Multipliquemos el numerador y el denominador por — = 7] =4/ stz <0,
xr —lx x

como es el caso, pues r — —o0, entonces:
5% 5

V2 + 5 N ;
r*+or+ux _/1+§+1
T

5
lim (Va2 +bzr —x)= llm ——— = +o0.

r——00 r——00 5

por lo tanto:

En resumen:
Como = — —o0, entonces:

—r — 400, 12 — 400 & V2 + 5r — +o0.

Por lo tanto,

(Va2 +bx —x) = [Va? + 5z + (—x)] — +oo.

, 4

v Vemos que

x—0 x

4
lim {(——3):17} :lin%(4—3:17):4—(3><0):4—0:4.
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202 +x — 3
3) Sea la funcié =
(3) Sea la funcién f(x) P S—

(a) Determine su dominio y sus raices
v Dominio:

Di={zeR|"+2-240}={zeR|(z+2)(z—-1)#0} =R —{-2,1}.

Raices:

wr4+r—3=0c1=

—1+V1+24 —-14++25 —-14+5 1;
pr— pr— pr— 3
4 4 4 —5

3 ., . .
Luego entonces, la raiz es x = —5y Puesen z = 1, la funcién no esta definida.

(b) Clasifique sus puntos de discontinuidad
Vv En x = —2 hay una discontinuidad infinita, pues

= 0= = +00.

3
1/ f()_ 1/ 2($+§)($_1) 1/ 21._|_3_:c __1 ”
- T T L T @ )@ — 1) e w42

También

2 w1\ ”
lim f(z) = lim 2215 _ ( ) — .

z——2+ r——2+ T+ 2 0+

En cambio, en z = 1 la discontinuidad es removible pues definiendo f(1) como

2 5
lim f(z) = lfm 225 =2
r—1 z—1 ¢+ 2 3

f(z) resultaria continua en x = 1.

(c) Dé las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales
¥ De lo visto en (b) se desprende que la recta x = —2 es la asintota vertical y como

3

24 =
, B 20 +3 ;240 2
+ —
T

comprobamos que y = 2 es la asintota horizontal.

[

(d) Haga un bosquejo de la grafica de f(x)
2x02+0-3 2x0-3 0-3 -3
v Podemos tabular f(0) = Fi0=2 - 0-3 o242

f(z) es:

=3 La grafica de la funcién
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f(=)

[
(4) Bosqueje la gréfica de una funcién f(z) que cumple con las siguientes condiciones:

(a) f(x)=1si4 <z <6

() lim_f(x)=0y lm_f(x)=0;

(c) f(=2) =0;

(d) f/(—4) =0

(e) h’m+ f(z) = —ocoy lim f(z) = —oc;

z—0 z—0~
(®) T f(2) = 1
Senale los puntos de discontinuidad esencial.
v Un bosquejo de la grafica de la funcién f(z) es:
f(=)
/\ L .
: 2 i )
—4 1 4 6
En 2 = 0 hay una discontinuidad infinita (esencial).
[
3% 4 1422 — 27 4
(5) Dada la funcién f(z) = T 3:5 1 T , encuentre el punto donde esa funcién no es continua.
l’ p—

., Cémo definiria la funcién en ese punto, para que ésta sea continua en todos los reales?

v Como f(x) es racional, es continua en todos los reales menos en las raices del denominador, es decir,

es continua en R con excepcién de x cuando 3x —4=0<3r =4 < = 3

4
Para hacer continua a f(z) en —, este valor tiene que ser también raiz del numerador y por lo tanto el

numerador tiene que ser divisible entre 3x — 4:
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2 462 —1
3x —4| 3x3+4 14x% — 2Tz 4+ 4
—3a° + 42°
1822 — 27z + 4
—182% + 24x
—3xr+4
+3x — 4

U
por lo que, en efecto, 323 + 1422 — 272 +4 = 3z — 4)(2? + 62 — 1) &

(3z — 4)(z* + 6z — 1)

fx) = —

4
:I2+61’—1Si1’7é§.

Entonces, definiendo

3 3 3 9 9

f(z) resultaria continua en x = 3

(C) TERCER PARCIAL

d
(1) Encuentre d_y en la ecuacién y?(x% — 1)? + 3(2y> — 1)2 = 0.
T

¥ Derivemos implicitamente con respecto a x:
2uy’ (2 = 1)* + 2y (2% — 1)22 + 6(2¢y° — 1) x 6%y’ =0 =
= [2y(z® — 1)* + 3612 (2y° — )]y’ = doy?*(1 — 2%) =
Ly dxy?(1 — x?) _ 2zy(1 — 2?) ‘
2y(x2 —1)2 4+ 36922y — 1) (22 —1)2+ 18y(2y3 — 1)

Vemos que (22 — 1)? 4 18y(2y® — 1) tiene que ser # 0.

(2) Dada f(z) = 2* — 223, determine:
(a) Puntos criticos y clasificacién
Vv Los puntos criticos seran las raices de la derivada, esto es:

3
fllx) =42 —62° =22° (20 —3) =02 r=0& o = 3
Veamos cémo es la segunda derivada en ellos:

f//(l,) — 121'2 — 122 = 121’($ - 1)7
£1(0) =0,

4 4\ 2 4 1 16+63 79
f(—):lir%f(a:):lir%(a:2+6$—l):(—) —l—(6><—)—1:—6—|-8—1: T05 _
=3 r—3



(d)

(e)
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por lo que no podemos decidir si es maximo o minimo relativo con el criterio de la segunda derivada;
analicemos la primera derivada:

3
f’(x)>0(:>2x—3>0(:>x>§;

£'(z) <0 en (—oo,g) |

3
Por lo que en x = 0 no hay valor extremo pues en (—oo, 5) la funcién f(z) es decreciente.

ORI )

3 3
Por lo que en x = 3 la funcién tiene un minimo lo cual coincide con que f(z) decrece en (—oo, —)

En cambio

3
y crece en (5, —I—oo).

O
Intervalos donde crece o bien decrece

3 3
v Acabamos de ver que f(z) es decreciente en (—oo, 5) y es creciente en (5, +oo).

O
Puntos de inflexién
Vv Enz=0yenx =1 hay puntos de inflexién, pues ahi la segunda derivada vale cero y cambia de
signo como se puede ver en la tabla:

Signo de
Intervalo |z |z —1| f"(x) = 12z(x — 1) | f(z) es céncava hacia
r<0(<l)|—| - + arriba
O<z<l |+]| - — abajo
O<)l<z|+]| + + arriba

[
Los intervalos de concavidad
v Como acabamos de ver, la funcién f(x) es céncava hacia arriba en (—o00,0) y en (1,400), v es
concava hacia abajo en (0, 1).

[
Grafica de f(x)
v Tabulamos

La grafica de la funcién f(x) es:
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f(z)

—_
- N
[\

O

hog
vz +1

Vv Supongamos que h & ¢ son funciones derivables; entonces:

2z

(3) Dado que f(x) = y siendo que h & ¢ son funciones reales de variable real, halle la derivada f'(x).

gy B XTI o)
z2+1
W o) 2]V +T = (b0 g)()
B 2+ 1 B
_ Wlg@)g'(w)(a® +1) — (ho g)(x)
(224 1)3/2 :

O

(4) Demostrar que entre todos los rectangulos de drea dada, el de menor perimetro es el cuadrado. ¥ Dibujamos

el rectangulo:

La funcién que queremos minimizar es P = 2z + 2y.

A su vez estas variables x, y estan relacionadas, pues el area del rectangulo es Ag = zy, por lo que, por
A

ejemplo, y = —D; ahora, sustituyendo este valor en la férmula del perimetro, lo tendremos expresado
x

como funcién de una unica variable x:

A
P(z) = 2z+275.
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Sus puntos criticos son cuando la derivada vale 0:
2A 2A

/ o ] ] _ 2 _ _
P'(z)=2— o =0< o =2 =A e r=/A-.
. , . 4AD .,
Este resultado es efectivamente un minimo, pues P"(z) = —== > 0 y también
x

Constatamos asi que x = y, es decir, que el rectangulo buscado es realmente un cuadrado.

13



