CAPITULO

1

Conceptos basicos

1.4.2 Curva soluciéon de un PVI

Como comentamos al hablar sobre las soluciones generales y particulares de una ED, ocurre que las solu-
ciones generales contienen una o més constantes arbitrarias. Para encontrar valores determinados de esas
constantes se requiere de una o més condiciones iniciales. Recordemos que llamamos problema de valor
inicial (PVI) al formado por una ED y una condicién inicial, por ejemplo:

d
d—y = f(x, ), conla condicién y(xg) = yo.
x

Discutiremos algunos aspectos relacionados con la existencia de soluciones de los PVI en la siguiente
seccién. De hecho, todas las ED y PVI que se presentan en este libro tienen solucién, a menos que se
indique expresamente lo contrario. Puede apreciarse algo con respecto a las soluciones de ED y PVI si con-
sideramos las ED de primer orden mds simples que puede haber, aquellas en las que f depende sélo de la
variable x:

Z—y = f(x), con la condicién y(xg) = yo.
X
La solucion de la ED es J
P =rw =y = [ fax.
X

Es claro que la integral indefinida que esté indicada debe contener una constante C aditiva arbitraria y, sila
condicién y(xo) = yo puede cumplirse para una eleccién adecuada de C, ella nos daré la solucién al PVI.

Ejemplo 1.4.1 Encontrar la solucién del PVI: y’ = 2x + 1; con la condicién y(0) = —1.

¥V Esta ecuacién diferencial se puede resolver por integracion:

y'=2x+1= y=/(2x+1)dx = y=x>4+x+C.
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Sin la condicién inicial, la solucién general de la ecuacién diferencial es la familia de parabolas que se
obtienen al trasladar hacia arriba y hacia abajo a la parébola y = x2 + x:

Familia de curvas y = x?+x+C. | \\\

Tomando en cuenta la condicién inicial, la inica solucién que cumple y(0) = —1 es aquella que pasa por el
punto (0, —1) del plano cartesiano. Para obtener esta solucién sustituimos x = 0 & y = —1 en la familia de
curvas y = x? + x + C y obtenemos un valor de C:

y=x>4x4+C = -1=02404+C = C=-1 =
= y =x?+ x — 1 es la tinica curva que pasa por el punto (0, —1) =
= y = x2?+ x — 1 es la tinica solucién del problema: y’ = 2x + 1; sujeta a la condicién y(0) = —1.

y

©0,-1) \ —— 5
Solucién tinica: y = x“ +x — 1.

Pasa por el punto (0, —1).

Ejemplo 1.4.2 Encontrar la solucién del PVI y' = —y + x con la condicién y(—1) = —5.

Y Como se menciond en el ejemplo ??, hemos aceptado que la solucién general de la ecuacién diferencial
y ' =—y+xesy=(x—1)+Ce™.
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Familiadecurvasy = (x—1)+Ce™*. ‘

De todas estas curvas sélo existe una que pasa por el punto (—1,—5): x = —1 & y = —5. Sustituyendo
x = —1 &y = =5 enla ecuacién de la familia para obtener el valor de C tenemos:
y=(x—-1)4+Ce™* = S5=(-1-1)+Ce! = -5=-2+4+Ce! = Ce!l=-3 = C=-3"! >
= y = (x — 1) — 3¢ 'e ™ es la tinica curva que pasa por el punto (-1, —5) =

= y=k-1) - 3¢"17% es la tinica solucién del problema y’ = —y + x; y(—1) = =5.

T
|
La tnica funcién de la familia que |
pasa por el punto (-1, —5): }
y=(x—1)—3e*L 415

Observaciones:

d
1. Si bien hemos escrito antes que la soluciéon de ﬁ = f(x)esy = / f(x)dx, debe quedar enten-
dido que la solucién la podemos obtener de forma explicita en el supuesto caso de que se pueda
sen
realizar la integral. Algunas integrales, como / e*” dx o bien / 22T 4x no se pueden expresar
X

en términos de funciones elementales, es decir, como sumas, productos, cocientes, potencias de
las funciones: constantes, x, ¢*, Inx, senx, cos x, etc. En casos como ésos tenemos que recu-
rrir como ultimo recurso a la evaluacién de dichas integrales mediante métodos numéricos. El
capitulo siete de este libro presenta algunos métodos utilizados para la solucién de PVL
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2. La especificaciéon de una condicién inicial para una ED no puede ser completamente arbitraria.

1
Por ejemplo, siala ED y’ = — le afiadimos la condicién y(0) = 5, entonces como la solucién
X

general es y = Inx 4+ C, vemos que no se puede cumplir y(0) = 5 = In0 + C, pues In0 no
1

estd definido, como tampoco estarfa definida la derivada y’(0) = —. Se deben cumplir ciertos

(=)

requisitos, que describiremos en la siguiente seccién, para que una condicién inicial determine
una solucién particular de la ED.

De los ejemplos previos y lo discutido sobre soluciones generales de ED, podemos concluir que la solucién
general de una ED es una familia de curvas.

e En general, podemos definir una familia de curvas con un pardmetro como el conjunto de soluciones
de una ecuacién de la forma

F(x,y,C)=0,

donde x, y son coordenadas y C representa un parametro, que es un valor numérico que se mantiene
constante para cada curva.

Ejemplo 1.4.3 Presentamos varios ejemplos de familias de curvas.

v

1. La familia de todas las rectas que pasan por (0, 0), excepto la vertical, se puede representar por la
ecuacion:

y =mx,

donde la pendiente m es un pardmetro. La siguiente grafica muestra las curvas de la familia para
algunos valores de m:

2. La familia de todos los circulos con centro (0, 0) se puede escribir como:

donde el valor de r2 (el cuadrado del radio) se puede tomar como pardmetro. La gréfica siguiente
muestra algunas curvas de esta familia para diferentes valores de r:
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&

3. La familia de todas las parabolas con vértice en (0, 0) y el eje y como eje de simetria se expresa como:

)

y = cx?,

donde el parametro ¢ indica hacia dénde abren las pardbolas (arriba o abajo).

3

4. La familia de las curvas que representa la ecuacion:

v

donde c es el parametro, con ¢ € R, es la familia de hipérbolas cuyo centro es el origen y con asintotas
oblicuas las rectas y = =%x, las cuales también forman parte de esa familia (para el valor ¢ = 0). La
gréfica siguiente muestra varias curvas de esta familia. Las rectas y = £x (no dibujadas) son las
asintotas. Las hipérbolas cuyas ramas cruzan el eje x son las que correspondenac = 1,2,3,4,--.,
mientras que las que tienen ramas que cortan al eje y correspondenac = —1,-2,-3,---.

//%
\

)
)



6 Ecuaciones diferenciales ordinarias

5. La familia de todos los circulos en el plano que se encuentran en el primer y tercer cuadrante,
tangentes a los ejes coordenados x, y.

Para cada circulo de la familia debe suceder que el centro se encuentre en un punto de la forma
C = (a,a) y toque a los ejes en (a,0) y (0, a), por lo que su radio serd r = |a | y la ecuacién serd

(x—a)* +(y—a)? =a%

con a como parametro. Otra forma de escribir esta ecuacion es desarrollando los binomios y cance-
lando el término a?:

x? —2ax + a* + y* —2ay + a* = a*

= x?+y*—2a(x +y)+a*=0.

O
En los ejemplos anteriores nos fue posible escribir una ecuacién (algebraica) con s6lo un pardmetro y que
representa a la totalidad de curvas de la familia. Una observacién muy interesante es que también existe
una ED que representa a las curvas de la familia, en el sentido de que las curvas solucién de la ED son
precisamente las curvas de la familia con la cual iniciamos. Para obtener esa ED lo que se hace es derivar
(implicitamente por lo regular) la ecuacién original de la familia y, usando ambas ecuaciones, eliminar el
parametro arbitrario. Ilustramos este procedimiento con las ecuaciones del ejemplo anterior.

Ejemplo 1.4.4 Usar las familias del ejemplo anterior para obtener la ED asociada a cada familia.

v

: . . dy L .
1. Partiendo de la ecuaciéon y = mx obtenemos al derivar Ix = m, de donde, al sustituir esto tltimo en
X
la primera ecuacioén:

dy : dy 'y
=|(—]x obien —=-=.
Y ( dx ) dx x
Cualquier funcién de la forma y = mx satisface a esta ED, como se puede apreciar de inmediato por

sustitucion:

d
y:mx:>—y=m & y:mxizzm,parax#O.
dx X

d
2. Al derivar implicitamente la ecuaciéon x? + y? = r?, obtenemos 2x + 2y d_y =0, de donde
X

d_y_x

dx  y
x

d
Es claro que la familia de circulos definida por x? + y? = r? es solucién de d_y =——.
y
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o . dy : . .
3. Si derivamos la ecuacién y = cx?, obtenemos I = 2cx; de la ecuacién original podemos despejar ¢
x

d
para obtener ¢ = 12 (suponiendo x # 0) y al sustituir este valor de ¢ en d_y resulta:
x x

d 2
ﬁ =2 (%) x = % suponiendo x # 0.

2
Las funciones y = cx? son soluciones de la ED y’ = _y, pues:
X

2
y=cx? & y' =2x = y’:2€x=21x=—y.
7 X

4. De manera andloga a los ejercicios anteriores, al derivar x2—y2=c, implicitamente obtenemos:

2x—2yj—y=0, 0 sea, Z—yzi (y #£0).
X x y

5. Al derivar implicitamente la ecuacion de la familia obtenemos:

a—Xx

2x4+2yy' —2a—2ay' =0 = (y—a)y ' +(x—a)=0 = y' = S a

La ED anterior atin contiene al parametro a que falta eliminar. Para ello podemos ayudarnos de la
ecuacioén original de la familia:

X+ y?=2a(x+y)+a’>=0 = a®> —2a(x +y) + (x +y)* =2xy =
Sfa+x+y]?=2xy = a=—(x+y)+2xy.
Por tanto, la ED de la familia es

dy —(x+y)+2xy—x  2x+y+2xy
dx  y+(x+y)FV2xy  x+2y+2xy’

Observaciones:

1. Podemos concluir que cualquier familia de curvas con un pardmetro puede representarse por
una ED, siguiendo el procedimiento descrito anteriormente: derivar implicitamente y eliminar
el pardmetro.

2. Si la familia de curvas depende de dos o més parametros, es de esperarse que se tengan que
calcular derivadas de orden superior para eliminar los pardmetros. Obtendriamos asi una ED de
orden mayor que 1.

Ejemplo 1.4.5 Encontrar una ED cuyas soluciones sean todas las curvas de la familia de dos pardmetros
Ay B dada por
y = Acosx + Bsenx.

Y Derivando:
y'=—Asenx+ Bcosx y y”=—Acosx— Bsenx,

de manera que la suma de y con y” nos da
y”" 4y = (—Acosx — Bsenx) + (Acosx + Bsenx) =0,

o simplemente
4
y ' +y=0.
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Note que en los dos tltimos ejemplos estamos partiendo de una familia de curvas o funciones dadas para
obtener una ED de la cual todas ellas son soluciones. Esto equivale a comenzar con la respuesta de un
problema para terminar con la pregunta del mismo, lo cual tiene un interés meramente teérico. Lo que nos
ocupara en los capitulos siguientes es cémo hacer para encontrar las soluciones de una ED dada.

Ejercicios 1.5.2 Curva solucién de un PV1. Soluciones en la pigina 9

1. Para las siguientes familias de curvas:

a.

b.
C.
d.

e.

La familia de todas las elipses con centro en (0, 0) tales que el semieje horizontal sea el doble del
semieje vertical.

La familia de todas las rectas no verticales que pasan por el punto (1, 2).
La familia de todas las pardbolas que abren hacia arriba y que son tangentes al eje x.
La familia de todas las hipérbolas cuyas asintotas son los ejes x, y.

La familia de todos los circulos que pasan por los puntos (-1, 0) y (1, 0).

Determinar: (i) La expresion algebraica que las describe. (ii) La ecuacién diferencial de la cual son
soluciones.

2. Dado el circulo x2 + y? = 1, considere la familia de todas las rectas que son tangentes a dicho circulo.
Determine la ecuacién F(x, y, C) = 0 que satisfacen todas esas rectas.
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Ejercicios 1.5.2 Curva solucién de un PVI. Pdgina 8

X e d i x-y=c,
1 a 1 4b—2+b—2 1, B )
G X i, y/'=—=;
ii. =——
y 4y X
b. i y—-2=mkx-1), e. i x24+y2-2cy=1,
d -2
ii. d—y=y—; i, y/ = xy
x x-1 x2—y2—1

c. i y=cx-—a)?
ii. 2y -y =xy’%;

N

. y2Q —x(z)) = (1 — xox)2.



