CAPITULO

1

Conceptos basicos

1.4 Condiciones iniciales

De las definiciones y ejemplos de la seccién anterior se ve que en general las ecuaciones diferenciales
pueden tener una infinidad de soluciones. Entonces podemos preguntarnos: ;como escoger alguna de
las soluciones en particular? Las ecuaciones diferenciales servirdn para modelar diversas situaciones en
ingenieria y ciencias, de modo que la pregunta anterior tiene mucho sentido, pues si para resolver algin
problema aplicado se requiere de sélo una respuesta del modelo y en lugar de esto encontramos una in-
finidad de posibles respuestas, atin faltard decidir cudl de ellas resuelve el problema; asi pues, se necesita
mas informacién para decidir.

Por ejemplo, en un problema de caida libre, si un objeto parte desde una altura de 100 m sobre el suelo, en
la seccién 1.1 hemos visto que su altura estara dada en cada momento ¢ por

1
s(t) = Egt2 + vot + So,

donde la informacién dada nos permite ver que so = 100 m, pero no se conoce la velocidad inicial vo. La
expresion “parte desde una altura de 100 m” nos da la idea de que puede haber un empuje o velocidad
al iniciar el experimento, pero no nos da su valor. Asi que lo mas que podemos decir es que la altura del
movil al tiempo 7 serd s(r) = —4.91% + vt + 100, y para una respuesta a cualquier pregunta concreta sobre el
movimiento necesariamente dependera del valor vg. Esta cantidad, que deberia conocerse para determinar
una tnica solucién, es lo que se conoce como una condicién inicial.

e Dada una solucién y(#) de una ecuacién diferencial F(z, y, y’) = 0, una condicién inicial se especifica
como y(to) = yo. Es decir, la solucién y(¢) toma el valor yo, parat = f.

Si una ecuacion diferencial puede resolverse para obtener una solucién general que contiene una constante
arbitraria, bastara con una condicién inicial para determinar una solucién particular; en casos en que la
solucién general de una ecuacién diferencial contenga dos o més constantes arbitrarias, es de esperarse que
se necesiten dos o mds condiciones, aunque éstas se pueden dar de varias formas, que revisaremos en su
oportunidad.
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Ejemplo 1.4.1 Una solucion general de la ecuacion diferencial yy' — 4x = 0 puede escribirse como 4x? — y? = C.
Determinar la solucion particular que satisface a la condicion y(2) = /7.

¥V Basta con sustituir los valores xg = 2, yg = /7 en la solucién general para definir un valor de C:
C=42>-WD*=16-7=09.

Por tanto, la solucién particular buscada es 4x2 — y2 = 9 o bien y? = 4x2 — 9, de donde y = v4x2-9.
Observe que al despejar y hemos hecho una eleccién en el signo positivo del radical, para que se cumpla
efectivamente la condicién inicial.

O

e Un problema en el que se tiene una ED y se dan las condiciones iniciales necesarias para determinar
una solucién particular se denomina un problema de valor inicial, que abreviaremos PVI.

Ejemplo 1.4.2 La ecuacion diferencial y” + 4y = 0 admitea y = Acos(2t) + B sen(2t) como solucion general.
Determine la solucion particular que cumple con y(0) =3 & y’(0) =8.

v

y() = Acos(2t) + Bsen(2t) & y(0)=3 = 3= Acos(0) + Bsen(0) = A =3.
Para usar la segunda condicién requerimos la derivada:
y'(t) = —2Asen(2t) + 2B cos(21).

Asi
y'(0) =8 = 8 =-2A4sen(0) +2Bcos(0) = 8=2B = B =4.

Tenemos entonces la solucion particular:

y(t) = 3cos(2t) + 4sen(2t).

Ejercicios 1.4.1 Condiciones iniciales. Soluciones en la pigina 4
En cada uno de los siguientes ejercicios, verificar que la funcion dada es solucion de la ED; después determinar la
solucién particular que satisfaga al PV

1. y'4+2y =0, cony(0) =3; y=Ce 2.
2. yy'+x=0,cony(v/2) =2, x2+y?=C.

1
3. 9"+ i =0, cony(nr)=1&y'(x)=-1; y= Acos§+Bsen§.

4. yy'—senx =0, con y(r) = 1; y>=C —2cosx.
5 2y(x+1)4+y' =0, cony(=2) =1; y=Ce *+D?,

d x2 C 1 px _12
6. x4y =e7, con y(2) = =3; y=—+—/ e 2dt.
dx x xJz2

7. 9" —=2y" —y'+2y=0,cony(0) =1, y'(0) =0& y"(0) = —1; y = C1e* + Cre™ + Cze>~.

1
8. y'= 27 con y(1) = 2 y la tangente en este punto forma con la direccién positiva del eje x un dngulo

2 3
ded5° y = :bg(x + C1)2 + C,.



1.4 Condiciones iniciales

9. y"—4y =0,cony(0) =1& y’(0) =2; y = Cysenh2x + C;cosh2x.
10. 2xyy’ = x2 4+ y2%, con y(1) = 3; y? =x? —Cx.
C
11. y+xy' =x*(")? cony(l) =0; y =C?+ =

2

y
12. 3/ = —2— cony(l) = 1: y = CeX.
Xy —Xx
d C
13. gcotyﬁ =—1, con y(l) = %; y = arcsen ;

14. e¥dx + (xe¥ +2y)dy =0, con y(4) = 0; xe? + y2 = C.

y X o 1+xy
15. dx = 1= x2y2 dx + 1= x2)2 dy, con y(0) = 2;In —xy

—2x =C.

16. (1 + y?sen2x)dx —2ycos’?xdy =0, con y(2n) = /7; x — y?>cos?x = C.
17. [senx seny — xe”]dy = [e” + cosx cos y] dx, con y (%) =0; xe? +senxcosy = C.

3
18. 3x2(1 + Iny)dx + (% —2y> dy =0, cony2) =1; x3(1 +Iny) —y? = C.

4y% —2x2 8y2 — x?2
x
4xy? — x3 4y3 — x2y

19. dy =0, con y(2) = 1; x2y?[4y? —x?] = C.

20. x2y”" —=3xy'+4y =0, cony’(1)=2 & y(1)=3; y=Cix?>+ Cx?Inx.



Ecuaciones diferenciales ordinarias

Ejercicios 1.4.1 Condiciones iniciales. Pigina 2

6.

10.
11.

.y =3e
.x2+y2=4.

= 2008 (3) +sen (5
y = 2cos 2)4—sen 2).

1
2
3.
4
5

Ly =e"

—2x

2 _

. y*=—-1-2cosx.

x(x+2).

6 1 px _t2
= —— 4 — 2 dt.
y x+x/Ze dt
1

2
Ly = Eex + ge_x — gezx.
23 4
Ly ==X -
V=3 3
.y = senh2x + cosh 2x.

2 = x2 + 8x.

1
y=1——, obien y =0.
X

L1
12. y=ex
1
13. y = arcsen —.
X
14. xe¥ +y2 =4.
1
15. ln( +xy)—2x =0.
1 —xy
16. x —y?cos?x = 7.

17.

18.

19.

20

b3
xe¥ +senxcosy =1+ Ex

Bl +ny)—y2="7.

X
y=73
.y =3x2—4x%Inx.



