CAPITULO

2

Métodos de solucion de ED de primer orden

2.7 Factor integrante

Como puede observarse en todas las ED resueltas hasta ahora, es frecuente que hagamos manipulaciones
algebraicas para simplificar su forma y resolverlas con cierta comodidad. Esto es valido, pues las ED antes
y después de las operaciones tendrdn la misma solucién. Sin embargo, algunas de las ED pueden perder la
propiedad de exactitud al modificarse algebraicamente.

Ejemplo 2.7.1 Vamos a calcular la diferencial total de la funcién f(x,y) = x>y + x*y? y manipular la ED asociada
para obtener una ED no exacta.

Y Dado que

of ) 2 af _ 3 2

oy SOyt & ay " T 2x7y,
se tiene que

_ af 8f _ 2 2 3 2
df = adx.g_ @dy =(Bx"y +2xy°)dx + (x” +2x"y) dy.

Claramente, la ED

(3x2y 4+ 2xy?) dx + (x> +2x%y) dy =0 @1

M N

es exacta, pues ademds de que el lado izquierdo es la diferencial total de f(x,y) = x3y + x2y?2, podemos
comprobar la igualdad de las parciales mixtas:

oM oN
— =3x2+4xy & — =3x%+4xy.
ay ax

En ambos paréntesis de la ED (2.1) podemos factorizar x y escribir

x(3xy 4+ 2y dx + x(x? +2xy)dy = 0,
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

o bien, si dividimos entre x obtendriamos la ED,

(Bxy +2y?%) dx + (x* +2xy) dy = 0. (2.2)
N —— —
g ¥

Sin embargo esta nueva ED (2.2), aunque es equivalente a la (2.1), ya no es exacta, como podemos ver con
las derivadas parciales mixtas:

oM N

— =3x+4y & — =2x+2y.

ay ax

O

Esto nos sugiere la idea de la existencia de ecuaciones diferenciales que no son exactas, pero que al ser mul-
tiplicadas por ciertas funciones j(x, y) dan como resultado ecuaciones diferenciales exactas, cuyas solu-
ciones son también soluciones de las ecuaciones diferenciales originales no exactas.

e Supongamos inicialmente que se tiene una ecuacién diferencial

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (2.3)
que no es exacta. Esto es, que
oM |, ON
ay ax

y que p(x, y) es una funcion tal que la ecuacion diferencial, obtenida al multiplicar (2.3) por p:

p(x, y)M(x, y)dx + p(x, y)N(x,y)dy =0

resulta exacta. Es decir, que
0 0
—(uM) = —(uN).
7y (uM) = == (uN)

Cuando esto sucede se dice que la funcién p(x, y) es un factor integrante de la ED (2.3).

Se supone, claro estd, que la funcién p(x, y) no es la funcién idénticamente cero, p(x, y) # 0y ademas
n(x,y) puede depender de dos variables x & y o bien de s6lo una de ellas.

1
Ejemplo 2.7.2 Verificar que la funcién u(x) = — sea un factor integrante de la ecuacion diferencial:
x

(Bx’tany —2y3)dx + (x®sec?y +4x3y3 4+ 3xy?)dy = 0.

Y Inicialmente se tiene:

oM
_ 12,5 9,3 O a5 a2y 12
M(x,y) =3x tany — 2y = 3y 3x°sec“y — 6y . 3% 3ﬂ
6 cnn2 3.3 2 IN 5...2 2.3 2 dy dx
N(x,y) =x"sec”y +4x°y” + 3xy :azm sec”“y + 12x“y” 4+ 3y
La ED no es exacta. Al multiplicar la ED por la funcién p(x) = x~3, se obtiene:
x3Bx tany — 2y dx + x 3 (x%sec?y + 4x3y® +3xyH)dy =0 =
= (3x%tany — 2x73y3) dx + (x3sec?y + 4y3 + 3x72y?)dy = 0; (2.4)
Ahora hallamos que
Vi 2 -3.3 oM 2 02 -3.2
M =pM =3x“tany —2x" "y = — =3x"sec“y —6x "y — -
ay oM ON
o = — = —.
_ ay ax

aN
N = uN = x3sec?y + 4y +3x7%y? = P 3xZsec?y — 6x3y?
X

Entonces la nueva ecuacion diferencial (2.4) es exacta.

1
Por lo tanto la funcién pu(x) = — = x~3 es un factor integrante de la ED dada.
X
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Ejemplo 2.7.3 Verificar que la funcion u(y) = y? sea un factor integrante de la ecuacion diferencial:
(3x2y 4+ y?)dx + (3x> — y? + 4xy)dy = 0.

Y Inicialmente se tiene:

oM
M(x, y) = 3x%y + y? = Gy =AW gy
3]{/ = 5 £ . = la ED no es exacta.
NG, y) =327 =y +dxy = o= = 9x7 +4y; '

Al multiplicar la ecuacion diferencial por la funcién p(y) = y?, se obtiene:

y2(Bx2y + ¥ dx + y*(Bx> — y2 + 4xy)dy =0 =

= (3x2y3 + yHdx + 3x3y? —y* +4xydy = 0. (2.5)
Y ahora:
_ oM
7 _ 2.2.3 4 oM 522 3 _ _
uM =M =3x“y> +y = ay—9xy + 4y oM _ON

o = ax = lanueva ED (2.5) es exacta.
— N y X
uN =N =3x*y? —y* +4xp° = §=9xzy2+4y3

Por lo que la funcién 1(y) = y? es un factor integrante de la ecuacion diferencial dada.

O
1
Ejemplo 2.7.4 Verificar que la funcion pu(x, y) = 2 sea un factor integrante de la ecuacién diferencial:
X y
2x% +2y* = x)dx + (x> + y2 —y)dy = 0.
YV Inicialmente se tiene:
oM
M(x,y) =2x24+2y% —x 3—=4y M ON
3]); = 5 # I = la ED no es exacta.
NG y) = x> 42—y oo g
dx
Al multiplicar la ecuacién diferencial por la funcién p(x, y) = ﬁ:
X y
o [2(x% + y?) —x] ) dx + L (> +y)—y] Jdy=0 =
xZ + y2 xZ + y2
X y
S — 1—-——\ay =
:>( x2+y2)dx+( x2+y2)dy 0. (2.6)
Y ahora:
WM =TT =2 x4y = M —x(=D)(x? + y?) 2y = 2xp(x? +y2) M aN
0 ’ ’ oM _ 0N
_ IN _ _ dy  ox’
PN =N =1-y> 4+ = == =—y(D(*+)?) 2x = 2xyp(x? 4+ y%)
1
La nueva ecuacién diferencial (2.6) es exacta. Por lo tanto, la funciéon u(x,y) = ———— es un factor

x2 4 y?
integrante de la ecuacién diferencial dada.
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O

Por otra parte, si f(x,y) = C es la solucién general de la ecuacién diferencial exacta:
p(x, y)M(x, y)dx + p(x, y)N(x, y)dy = 0,
entonces f(x, y) = C satisface a la ecuacién diferencial:
p(x, y) [M(x,y)dx + N(x,y)dy] = 0,
porlo que f(x,y) = C es la solucién general de la ecuacién diferencial (no exacta)
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0, yaque u(x,y) # 0.

Es decir, la solucién f(x, y) = C de la nueva ecuacién diferencial exacta es también solucién general de la
ecuacioén diferencial original no exacta. Por lo tanto, para resolver la ecuacién diferencial no exacta debemos
resolver la ecuacién diferencial exacta.

Pero la ecuacién diferencial exacta se tendrd siempre y cuando se conozca un factor integrante, por lo cual
es muy importante saber determinar u obtener dicho factor integrante para la ecuacién diferencial no exacta
¢(Cémo obtenerlo?

Veamos el caso general:

La funcién u(x, y) es un factor integrante para la ecuacién diferencial no exacta:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0siysoélosi uM(x,y)dx + uN(x,y)dy =0 esexacta =
N IpuM)  I(uN) N oM du _ ON B_M

=pu—+N—.
ay ax ’ ay ay ’ ax + ax
Vemos que j(x, y) debe ser solucién de la ecuacién diferencial:
UMy + Mpy, = Ny + Ny, (2.7)

Observamos que para determinar p necesitamos resolver una ecuacién diferencial parcial, lo cual no esta a
nuestro alcance. Por lo tanto, no podemos resolver el problema general, que es cuando un factor integrante
wu(x,y) depende de ambas variables x & y.

¢Qué sucede cuando u depende sé6lo de una variable? Consideremos dos casos:

1. Cuando p depende sélo de x (esto es, i no depende de y).

d
p=px) = £=ux=u’(X) & —=pu,=0.

Al utilizar pu(x) y sus derivadas en la ecuacién diferencial (2.7), se tiene:

HOOMy + My = p(x)Nx + Nitx = p(e)My + M -0 = p(x)Nx + Np'(x) =
= n()My — p(x)Ny = Np'(x) = Np'(x) = (My — Nx)pu(x) =
Wx)  My— Ny
px) N

. . . o . . My — Ny
que es una ecuacion diferencial ordinaria para j(x) siempre y cuando el cociente yT dependa

M, —

N.
s6lo de x, es decir, siempre y cuando este cociente * no dependa de la variable y, después de

w'(x)

) no depende de y, depende solamente de x.

simplificar dicha expresion. ;Por qué?, porque
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X

M, — N
Ahora bien, si yT = g(x), entonces existe un factor integrante i = p(x) determinado por

p'(x) _ My — Ny
p(x) N

=g(x)

de donde

/M;E)Ei))c)dx:/g(x)dx = lnp,(x):/g(x)dx = M(x):efg(x)dx.

Notemos que
/g(x) dx =h(x) +C1, con C; € R = p(x) = "OHC1 = h®C1 = Ceh®) on € € R.

Lo cual nos indica la existencia de una infinidad de factores integrantes. Pero, debido a la necesidad
de contar con s6lo un factor integrante, podemos ignorar la constante de integracién C y quedarnos
con pu(x) = "™,

2. Cuando u depende sélo de y (esto es, u no depende de x).
I /
pw=pnly) = g=uy=u ) & ——=pux=0.

Al usar p(y) y sus derivadas en la ecuacion diferencial (2.7), se tiene:

pOMy + My = ((y)Nx + Npx = u(0)My + Mp'(y) = u(y)Nx + N -0 =
= Mp'(y) = p()Nx — u(»)My = () (Nx — M) =
w'»y)  Nx—M,
wy) M

Ny —M
que es una ecuacién diferencial ordinaria para u(y) siempre y cuando % dependa s6lo de y,

Ny —M
es decir, siempre y cuando el cociente % no dependa de la variable x, después de simplificar

dicha expresion.

/

»)

N:—M
Ahora bien, si ———2
ora bien, si —

¢Por qué?, porque no depende de x, depende solamente de y.

= g(»), entonces existe un factor integrante 1 = p(y) determinado por

1o _ Ne—M,
n(y) M

d
£ g(y)dy,
7!

=g(y) =

de donde J
/7“ =/g(y)dy = Inu(y) =/g(y)dy = u(y) = eSO,

Notemos que
/g(y) dy = j(y) + C1, conCy € R = p(y) = e/OFC = 7 0eC1 = Ce/P) con C €R.

Lo cual nos indica la existencia de una infinidad de factores integrantes. Pero debido a la necesidad
de contar con sélo un factor integrante, podemos ignorar la constante de integracion C y quedarnos
con “(y) — e‘/(J’).
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Ejemplo 2.7.5 Resolver la ED  (3x°tany —2y3)dx + (x®sec?y + 4x3y3 + 3xy2)dy = 0.
V¥ Inicialmente se tiene:
M = 3x°tany —2y> = M, =3x>sec?y —6y?
6 2 3.3 2 5 2 2.3 2( 7 My # Nx.
N =x"sec”y +4x°y” 4+ 3xy = N, =6x"sec”y + 12x“y” 4 3y
. . . My - Nx ., 4
La ED no es exacta. ;Existe un factor integrante u© = u(x)? Es decir, ses N una funcién sélo de x?
Veamos:
My — N,  (3x%sec?y —6y?) — (6x°sec?y + 12x%y® +3y?)
N x6sec?y + 4x3y3 + 3xy2 N
_ —3x%sec?y — 12x%y3 —9y?  —3(x’sec?y + 4x?y3 +3y?)
© xPsecZy +4x3y3 +3xy2  x(xSsec2y + 4x2y3 4 3y2)

= —i; que depende sélo de x.
X

Entonces existe un factor integrante u = u(x) dado por

nw'(x) My — Ny 3 n(x) 3

= = —_—— —_ — _d
SR x:‘/umd’c J =
3= oulx) =x73.

Multiplicando la ecuacién diferencial por j1(x) = x~3:

= Inu(x) =-3Inx =Inx"

x3@Bx tany — 2y3) dx + x 3 (x%sec?y + 4x3y3 + 3xyH)dy =0 =
= (3x%tany —2x73y3) dx + (x3sec?y + 4y3 + 3x72y?)dy = 0. (2.8)

Ahora se tiene:

M =3x%tany —2x3y3 = M, =3x?sec?y — 6x 3y —

N = x3sec?y +4y> +3x72y? = N, =3x%sec?y —6x 3y = My=Nx.
La nueva ED (2.8) es exacta. Entonces existe una funcién f(x, y) que cumple

df = fxdx+ fydy = Mdx + N dy.

Es decir, existe f(x,y) talque fy =M & fy, = N. Integrando fx

fe=M = f(x,y) = / M= / Gx?tany —2x7°yN) dx =

a
= f(x,y)=x3tany+x_2y3+h(y) = %=x3sec2y+3x_2y2+h’(y);

y ahora
fy =N = x3sec®y +3x72y? + h'(y) = x>sec?y + 4y® +3x7%)? =

=h'(y) =4y> = h(y) =y* +C1.

Sustituyendo i(y) en f(x, y) se tiene que:
fx,y) =x3tany +x72y3 + y* 4+ C.

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial exacta , asi como de la no exacta, es

fx.y)=C = x3tany+x 2y} 41y 4+ C1 =G, =

= x3tany + x72y% +y* = C.
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Ejemplo 2.7.6 Resolver la ED  (3x%y + y?)dx + (3x3 — y? + 4xy)dy = 0.
V¥ Inicialmente se tiene:

M =3x%y 4+ y? = M, =3x2+2y;
3 9 ) = M, # Ny = laED no es exacta.
N =3x"—y"4+4xy = Ny=9x"+4y;

M, — N
¢(Existe un factor integrante u = u(x)? Es decir, jes # una funcién sélo de x? Veamos:

My — Ny (B3x2% +2y) — (9x2 + 4y) _ —6x2 =2y
N 3x3 — y2 +4xy © 3x3—y2 +4xy

# g(x).

M, — N,
El cociente # no depende sélo de x, ya que también depende de y. Esto nos permite asegurar que
no existe un factor integrante . = p(x).

Ny —M
Ahora bien, ;existe un factor integrante 1 = p(y)? Es decir: ses % una funcién sélo de y? Veamos:

Ny — M, (9x +4y) —(3x2+2y)  6x2+2y  2(3x%+y) 2

M 3x2y + y2 CO3x2y 492 yBx24y) oy

— My
M y
integrante u = p(y), el cual estd dado por

w'®») Ne—M, 2 w'(y) 2
= == dy= [ =d
w(y) M yi/u(y)y /yy:>

= Inu(y) =2Iny =Iny*> = uy) =y>

2 . . .
Observamos que = — estd en funcién sé6lo de y, lo que nos permite asegurar que existe un factor

Al multiplicar la ecuacién diferencial no exacta por p(y) = y%:
y2(Bx%y + y2)dx + y?2(Bx3 — Y2 + 4xy)dy =0 =
= (Bx%y® + yHdx + 3x3y? —y* +4xy*dy = 0. (2.9)

Ahora se tiene:

M =3x%y* +y* = M, =9x%y? +4y3 _
_ 3y2 y4 3 7 2)’2 y3 = M, =N, = lanuevaED (2.9) es exacta.
N =3x’y* —y* +4xy° = Ny =9x*y* +4y

Entonces existe una funcién f(x, y) tal que

df = fxdx+ fydy = Mdx + N dy.

Es decir, existe f(x,y) talque fy =M & f,=N.
_ y__ y
f=N = st = | Ndyz/ (%2 — y* +4xy ) dy =

= f(x,y) =3x (y_) e +4x(y44) + h(x) =

3
af

=3x2y3 + y* + 0/ (x);
ox

= f(x,y) = x3y3 —gy +xy* +h(x) =

y ahora .
fi=M = 3x2y3 4+ y* 4+ h'(x) =3x%3 +y* = hH'(x) =0 = h(x) =
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Sustituyendo i(x) en f(x, y) se tiene que

1
flx,y) = x3y3 - gys +xy4 + C;.

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial exacta, asi como de la no exacta, es

1
flx,y)=C :>x3y3—§y5+xy4+C1 =C =

= 5x3y3 — % +5xy* = C.

Ejemplo 2.7.7 Resolver la ecuacién diferencial:

(3y% cotx + senx cos x)dx —2y dy = 0.

(2.10)
Y Inicialmente se tiene:

M=3y2cotx+senxcosx = M, = 6y cotx

= M, # Nx; entonces la ED (2.10) no es exacta.
N = -2y = N, =0

M, — N
¢(Existe un factor integrante u = u(x)?, es decir, ;es Y X una funcién sélo de x?

M, — Ny  6ycotx
I =

= —3cotx.
2y cotx

Esta tdltima expresiéon depende sélo de x; entonces si existe un factor integrante u = p(x) y cumple con la
ecuacioén diferencial

! M, — N d
“(x): 24 Y= 3cotx = —M=—3cotxdx:>
p(x) N W
d
N /_“ = —3/ oY dx = Inpu = —-3In(senx) = In(senx) > =
7 sen x
= u(x) = sen x.

Multiplicando la ecuacién diferencial (2.10) por el factor integrante:

(3y? sen "*x cos x + sen 2x cos x) dx — 2y sen >x dy = 0. (2.11)
Se tiene ahora que

=3y%sen *xcosx +sen 2xcosx = M, = 6ysen “*xcosx _
=
3

M _
_ _ 4 M, =Njy.
N = —-2ysen™"x = Ny =06ysen "xcosx

La nueva ED (2.11) es exacta. Entonces existe f(x,y) talque fy =M & f, = N. Tenemos

y y
fr=M & f(x,y)z/ Wdyz/ —2ysen 3xdy = —y?sen 3x + h(x).

Derivando respecto a x e igualando a M:

fre =3y%sen *xcosx + h'(x) = 3y®sen *x cos x + sen 2xcosx =

= h'(x) =sen 2xcosx = h(x)= /sen_zxcosxdx =—sen 'x + C}.
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Entonces:
3

f(x,y) =—y?sen3x —sen'x + C;.

Por lo tanto, la solucién general de la ED es

2 1
x—sen x+C =C, = y3 + =C =
sen3x = senx

f(x,y)=C, = —y*sen™

= y2 4+ sen’x = C sen’x.

Ejemplo 2.7.8 Resolver la ecuacién diferencial:
(yIny + ye*)dx + (x + ycos y)dy = 0. (2.12)
YV Inicialmente se tiene:

M=ylny+ye* = M,=1+Iny+¢*

= M, # Ny = laEDno es exacta.
N =x+4ycosy = Ny =1

(Existe un factor integrante u = u(x)?

My—Ny l+Iny+e*—1 Iny+e”

N X+ ycosy X+ ycosy’

El daltimo cociente no depende sélo de x, entonces no existe . = u(x).

(Existe un factor integrante p = u(y) ?

Nx—My —Ilny—e* = Iny+e* 1

M T yIny+ye*  y(ny+eX)  y

En este caso, este tltimo cociente si depende sélo de y, entonces existe i = p(y) el cual cumple con la
ecuacion diferencial

/ Ny—M 1 d d d d
1) v b dw_ _dy _ﬂ:_/_y:>

wly) M y I y I y
1

= ) =y"

= Inhpu=—-Iny=Iny”
Multiplicando la ecuacién diferencial (2.12) por el factor integrante:
(ny +e%)dx 4+ (xy~! 4+ cosy)dy = 0. (2.13)

Ahora tenemos

N

M =Iny+e* =

= | =

gy = M, =N, = lanuevaED (2.13) es exacta.

N=xyl'4cosy = Ny=y!
Entonces existe f(x,y) talque fy =M & f, = N. Tenemos:
. X
=N & f(x,y)z/(lny+ex)dx=xlny+ex+h(y).
Derivando respecto a y e igualando a N:

fy =§+h’(y) =xy l4cosy = h'(y) =cosy = h(y) =seny + C;.
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Entonces:
f(x,y)=xIny +e* +seny + C;.

Por lo tanto, la solucién general de la ED es

fx,y)=C, = xIny+e*+seny+C =C, =
=xlny+e*+seny =C.

O
2 2
Ejemplo 2.7.9 Resolver laED y' = —m.
y3 —senZx
Y Se puede escribir esta ecuacién diferencial como
d sen?2 2
&y _ _rsensx+ iy’ = (ysen2x + xy?)dx = —(y* —sen’?x)dy =
dx y3 —senZx
= (ysen2x + xy?)dx + (y> —sen’x)dy = 0. (2.14)

Se tiene ahora:

M = ysen2x + xy> = M, = sen2x + 2xy
3 ) = M, # Nx = laED (2.14) no es exacta.
N =y —sen“x = Ny = —2senxcosx = —sen2x

(Existe un factor integrante u = u(x)?

My, — Ny senlx +2xy +sen2x  2sen2x + 2xy

# g(x).

N y3 —sen2x y3 —senZx
Entonces no existe u = p(x), ya que la expresiéon anterior no depende sélo de x.

(Existe un factor integrante u = u(y)?

Nx—M, —2sen2x—2xy —2(sen2x +xy) 2

M ysen2x +xy2  y(sen2x +xy) =y

Entonces, por lo anterior, si existe & = u(y), el cual cumple con

! 2 d 2 d d
n(y) y I y Iz y
= hp=-2Iny=Iny=? = pu@y) =y>
Multiplicando (2.14) por el factor integrante, se obtiene:
(y 'sen2x 4+ x)dx + (y — y ?sen?x)dy = 0. (2.15)
Vemos que
M=y 'lsen2x +x = M, =—y %sen2x .
N -2 2 ~ 2 5 = M, =N, =
N=y—y “sen“x = Ny=—y “2senxcosx = —y ~sen2x

= la ED (2.15) es exacta.

Por lo tanto, existe f(x,y) talque fy =M & f, = N. Dela primera condicién:

— x 1 2
fi=M = f(x,y)= / (y 'sen2x + x)dx = —Ey_l cos2x + x? + h(y). (2.16)



2.7 Factor integrante 11

Derivando con respecto a y e igualando a N:

1
fy = Ey_z cos2x + h'(y) = y — y Zsen’x =

- I _ o1 1 I _ 1 _
= h(y)=y—y ZSenzx—Ey 2cos2x =y —y Z(E—ECOSZX)—Ey 2c:ost:y—Ey 2

1 _ 1 _
= h' () =y=3y7 = h() =/(y—§y‘2)dy= S+ 5y 4+ G
Entonces, sustituyendo /() en (2.16):

f(x,y) ! ~leos2 +x2+1 2+1 lycC
,y)=—= X+ —=+= = .
X,y ) y ) 5 y ) y 1
Por lo tanto, por ser la diferencial de f(x, y) igual a cero, f(x, y) es una constante y la solucién general de
laED es

1 1 1 1
fx,y)=C = —Ey_1c032x+§x2+§y2+§y—1 +C=C, =

1 —cos2x 1 1
T @) =C = yTsen’x S (P +yY) = C.

= 2 2

Multiplicando por 2y:
2sen’x + y(x? + y?) =2Cy = 2sen?x + y(x> + y?) = Cy.
O

Ejemplo 2.7.10 Comprobar quela ED lineal y’'+ p(x)y = q(x), con p(x) # 0 no es exacta, pero si tiene factor
integrante L = p(x).

v
d
v+ px)y =qkx) = ﬁ +p(x)y —q(x) =0 = [p(x)y —q(x)]dx +dy = 0. (2.17)
Se tiene:

M = p(x)y —q(x) = M, = p(x)

N =1 ~ N, =0 = M, # Ny = laEDlineal (2.17) no es exacta.

(Existe un factor integrante u = u(x)?

My, —Nx  p(x)—0
N 1

= p(x).

Por lo anterior, si existe un factor integrante u = p(x) y cumple con

/

%zp(x) = d#zp(x)dx = /%z/p(x)dx = lnu(x)z/p(x)dx =
= u(x) = el PO dx,
Multiplicando (2.17) por p(x) = e) p()dx,

[p(x)y — q(x)]ef”(x) ax gy 4 oJ P® axdy = 0. (2.18)
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Entonces:

M =[p(x)y —ag(x)ed P®dx 5 7 = p(x)el P& dx -
_ [i( (gdx 100 —y pf(pix) dx = M, =N, = laED (2.18) es exacta.
N=e? = Ny =e p(x)

Por lo tanto la ED (2.17) si tiene un factor integrante y éste es u(x) = eJ px)dx,
O

Ejemplo 2.7.11 Comprobar que la ED lineal x’ + p(y)x = q(y), con p(y) # 0 no es exacta, pero si tiene un
factor integrante . = pu(y).

¥ Reescribimos la ED en formato diferencial:

dx

& +px—q(y) =0 = dx+[p(y)x —q(y)dy =0. (2.19)

x'+pyx =q(») =
Se tiene ahora:

M=1 = M,=0

= M, # Ny = laED lineal (2.19) no es exacta.
N=pMx—q) = Nx=p() g

(Existe un factor integrante u = u(x)?
My—-N: _ 0-pO)
N PO)x —q(y)

Entonces no existe un factor integrante pu = p(x).

no depende sélo de x.

(Existe un factor integrante . = u(y)?

Nx—My _ p(y)-0
M 1

= p(y), sidepende sélo de y.

Si existe un factor integrante u = u(y) y cumple con

%/=p(y) = d#=p(y)dy = /d#=/p(y)dy = lnu(y)=/p(y)dy =
= u(y) = el POy

Multiplicando (2.19) por uu(y) = e P07

el P gy 1+ [p()x — g(y)]e! PPV gy = 0. (2.20)
Entonces:

M = el PO = M, =l PO p(y) L
N ~ M, =N, = laED (2.20) es exacta.
N =[p(»)x —q()]e/ POV = N, = p(y)el PO

Por lo tanto la ED (2.19) si tiene un factor integrante y éste es u(y) = el PO dy,

Ejercicios 2.7.1 Factor integrante. Soluciones en la pdgina 14

1
1. Verificar que la funcién p(x, y) = — sea un factor integrante de la ecuacién diferencial:
Xy

2 1 2 1
xyseny +xy“senx + — | dx + [ x“ycosy —xycosx + — | dy =0.
X y
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2. Verificar que la funcién p(x, y) = sec?(xy) sea un factor integrante de la ecuacion diferencial:

[y + senx cos?(xy)] dx + [x 4+ seny cos?(xy)] dy = 0.

3. Verificar que la funcién p(x, y) = sea un factor integrante de la ecuacién diferencial:

xy(x +2y)

(xy + y?)dx + (x% + 3xy)dy = 0.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales encontrando un factor integrante.
4. (3xy + yz) dx + (x2 + xy) dy = 0.
5. (2xy? —3y%) dx + (7 —3xy?)dy = 0.
6. (y3 +2e%y)dx + (e* +3y2)dy = 0.
7. (2x%y 4+ 2y +5) dx + (2x3 4 2x) dy = 0.

dx y3—3x
8. — = .
dy y
9. (seny —2ye *senx)dx + (cosy + 2¢ ¥ cosx)dy = 0.

10. ycosxdx + (ysenx + 2senx)dy = 0.



14

Ecuaciones diferenciales ordinarias

Ejercicios 2.7.1 Factor Integrante. Piagina 12

1
1. p(x,y) = — esun factor integrante.
Xy
2. u(x, y) = sec?(xy) es un factor integrante.
1
3. u(x,y) = ———
wlx, ») oot
1
4. x3y + Exzy2 =C.

5. x2—3xy—Z=C.
y

es un factor integrante.

6. ye?* +y3e* =C.
7. 2xy + 5arctanx = C.

1
8. xy3—gy6 =C.

9. e*seny +2ycosx = C.

10. y2%e¥ senx = C.



