CAPITULO

2

Métodos de solucion de ED de primer orden

2.3 Ecuaciones diferenciales lineales

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden pueden ser lineales o no lineales. En esta seccién
centraremos la atencién en las ED lineales.

e Una ecuacién diferencial lineal de primer orden es de la forma
dy
ao(x)a +ai(x)y = g(x), donde ap(x) # 0.
e Una ecuacion diferencial lineal homogénea de primer orden es de la forma
dy
ao(x)d— +ai(x)y =0, donde ap(x) #0.
X

Observacion. En este caso g(x) = 0.
Ejemplo 2.3.1 Mostrar que las siguientes ecuaciones diferenciales son lineales:
1. xy'—y =x2
2. y2x’ 4+ 2yx = 3y.
3. 2y + Ddx+ (*x—y—x)dy =0.
Y Ahora tenemos:
1. ap(x) = x,a;(x) = —1 & g(x) = x2.

x es la variable independiente y la variable dependiente es y.

2. ao(y) = y* a1(y) =2y &g(y) =3y.
y es la variable independiente y la variable dependiente es x.

1.canek.azc.uam.mx: 22/ 9/ 2010



2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

3. Realizando algunas operaciones:
2 dx 2
Cy+Ddx+(Ox—y—x)dy=0 = (2y+1)5+y x—y—x=0=
d d
:>(2y+1)—x+y2x—x=y = (2y+1)—x+(y2—1)x=y.
dy dy

Vemos que ag(y) =2y + L ai(y) = y> — 1 &g(y) = y.
¥ es la variable independiente y la variable dependiente es x.

Ejemplo 2.3.2 Las siguientes ecuaciones diferenciales son lineales homogéneas:
1. xy’—y=0.
2. y2x’ +2yx =0.
3. 2x +5)y'+ (x2=5)y =0.
¥ En estos casos tenemos:
1. ap(x) = x,a;(x) = —1.
2. ao(y) = y* ai(y) = 2y.

3. ap(x) =2x +5,a;(x) = x2 -5.

2.3.1 Resolucién de la ecuacién diferencial lineal homogénea

Para resolver la ecuacién diferencial lineal homégenea de primer orden se presentan a continuacién dos
procedimientos.

d
Primer procedimiento. La ecuacién diferencial ao(x)d—y + a1(x)y = 0 es separable. En efecto:
X

d d
ao(x)ﬁ tar(x)y =0 = ao(x)ﬁ = —a;(x)y =

dy _ ai(x) dy _ ailx)
dx ao(x)y y  ap(x) dx =
dy ay(x)

= 7 = —p(x)dx; donde p(x) = donde ag(x) #0.

ao(x)”
Integrando se obtiene:
dy
/7=—/p(x)dx = Iny+ C; =—/p(x)dx+C2 =
= Iny= —/p(x)dx +C = y=e /POdHC oy = p@dx,C

=y=C e~/ P dx. qonde C es arbitrario.

d
Ejemplo 2.3.3 Resolver la ED: xd—y +x3y =0, conx#0.
x
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V¥ Separando las variables:

d d d
x—y+x3y=0 = x—yz—x3y = —yz—xzdx.
dx dx y
Integrando:
d 3
—yz—/xzdx :>1ny+C1=—%+C2 =
y

3 3

:>1ny=—%+C = yze_XT+C

x3
=y=Ce 7.

Esta tltima expresion es la solucion general de la ED.
O

Segundo procedimiento. Lo primero que se hace es normalizar la ecuacién diferencial, es decir, dividimos
la ecuacién diferencial entre ag(x) # 0 para obtener el coeficiente del término con mayor derivada

igual a uno:
d d d
ao(x)—y +ai(x)y=0 = & + al(x)y =0 = ad +px)y=0 =
dx dx = ap(x) dx
=y +py=0.

ay(x)
ao(x)
A continuacién se hacen las siguientes consideraciones:

Como antes, denotamos p(x) = , con la restricion ag(x) # 0.

a. Se define
px) = el P,

En este caso no usamos la constante de integracion de la integral e/ 79 4% para obtener una
funcién p(x) lo mas sencilla posible.

Por el teorema Fundamental del Célculo, al derivar obtenemos:

dn _ 4 (ef”(x)dx) = ef”(x)dxdi(/l?(x)dx) = PO p(xy = pp.

dx  dx X

es decir:
i

w'=pp.
b. Por otro lado

d o dy du  dy . (dy )
dx(uy)—udx+ydx—udx+yup—u Rl R

Igualdad que se escribe como:

(wy) =upuly'+ py). (2.1)

e Para resolver la ecuacion diferencial y’ + py = 0:
a. Se multiplica la ecuacién diferencial por la funcion p(x) = e () dx.

u(y"+ py) =0.

b. Se aplica la igualdad anterior (2.1):
(ny) =0.
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c. Integrando se obtiene:

/(My)'dX=/de = uy=C = el PWadxy —

d. Por dltimo se despeja la variable y:

- - _ — [ p(x)dx
y—efp(x)dx:>y—Ce .

En este procedimiento la funcién p(x) se ha utilizado como factor para poder efectuar la inte-
gracion y resolver la ecuacion diferencial. Por esta razén se dice que p(x) es un factor integrante
de la ecuacion diferencial.

d
Ejemplo 2.3.4 Resolver la ED: xd—y +x3y =0,conx #0.
X

Y Senormaliza la ED dividiendo entre x:

—— +x%y=0.
dx v

Vemos que p(x) = x2.
Se calcula un factor integrante p(x):

x3

M:efp(x)dx:lt:efx2dx:e3.

Se multiplica por u la ecuacién diferencial y se aplica la igualdad (uy)" = u(y' + py):
3 ’
eT(y +x%y)=0= (e%y) =0.

Al integrar se obtiene:
3 43

y=C = y=Ce 3.

X
3

e

Observacion. Es el mismo resultado que obtuvimos en el ejemplo 2.3.3

2.3.2 Resolucién de una ecuacién diferencial lineal no homogénea de primer orden

1. Se normaliza la ecuacién diferencial dividiendo entre ag(x):

dy 3 d_y ai(x)  gx)
ao(x) -+ ey =g(x) = To+ Y=

d
= =+ Py = ().
X
Se considera que p(x) = a1(x) & f(x)= & donde ag(x) # 0.
ao(x) ao(x)
2. Se calcula un factor integrante p(x):
w(x) = efp(x) dx

3. Se multiplica la ecuacién diferencial por la funcién p(x):

w(y' + py) = nf.
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4. Considerando que (uy)’ = u(y’ + py) [ver (2.1) en pagina (3)], se tiene:
(my) = unf.
5. Integrando:

Jon ax=[urax = p+ci= [urax+c.

6. Despejando la variable y:

1 C
y=— / ufdx +—.
% %
Se ha obtenido asi la expresién de la solucién general de la ecuacién diferencial lineal no homogénea:
y = e/ PG dx /efp(x)dxf(x) dx + Co—J P dx

Ejemplo 2.3.5 Resolver laED y'—y =5.

¥ En este caso la ecuacién diferencial estd normalizada. Se tiene que p(x) = —1 & f(x) =5.
Se calcula un factor integrante:
p(x) = efp(x)dx — ef(—l)dx e

Se multiplica la ecuacién diferencial por i y se aplica la igualdad conocida (2.1) de la pagina 3:
O+ py)=pf = (W) =uf = (€7y) =75,

Integrando y despejando a y obtenemos:

/(e_x)’)/dxz/e_Xde :>€_xy+cl :—Se_x+C2 = e—xy:_se—x+c =
=y=-5+Ce".

Esta tiltima expresion es la solucion general de la ED.

Ejemplo 2.3.6 Resolver laED y' —xy = 5x.

V¥ Esta ecuacion diferencial esta normalizada. En este caso p(x) = —x & f(x) = 5x.
Se calcula un factor integrante:

() = o POAx — pf0dx 5

Se multiplica la ecuacién diferencial por i y se aplica la igualdad (uy)’ = u(y’ + py):

x2

2\ _x2
(1y) = pnf = (e_Ty) =e Z5x.
Integrando y despejando la y, obtenemos:

x2

’ 2 2 2 2
—% dx= [ e 25xdx =>e 2y+Ci=-5¢"2 4+C, => e 2y=-5¢"2 +C =
e y
x2
2

=y=-54Ce

Esta tiltima expresion es la solucion general de la ED.
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Ejemplo 2.3.7 Resolver la ED xy’ +y = 5x3, donde x > 0.

¥ Senormaliza la ED dividiendo entre x:
/ 1 2
Y+ —y =5x".
X

1

En este caso p(x) = —; f(x) = 5x2.
x

Se calcula un factor integrante:

M(x) = efp(x)dx = ef(%)dx = e]nx = x.
Se multiplica la ED normalizada por p y se aplica la igualdad (uy)’ = w(y’ + py):

(1y) = pnf = () =5x>

Integrando y despejando y:

> 5
/(XY)/dX=/5x3dx :>Xy+C1:Zx4+C2:>xy:Zx4+C:>

54, C
=>y=-x+—.
4 X

Esta tiltima expresion es la solucion general de la ED.

Ejemplo 2.3.8 Resolver la ED (100 + 2¢)y’ + y = 7(100 + 21).

Y Senormaliza la ED dividiendo entre 100 + 2¢:

1
+ 100 + 2¢

/

y y=7

1
En est =——%&f@t)="1.
n este caso p(t) 100+ 21 f@)
Se calcula un factor integrante:

1 1
M(t) — efp(t)dt — ef(IOO-I—ZI)dt — e%]n(lOO+2t) — e].rl(100+2t)2 — (100+2t)% .

Se multiplica la ED normalizada por p y se aplica la igualdad (uy)’ = n(y’ + py):
/
(W) = uf = [(100+ 200 y] = 7(100 + 21)% .
Integrando y despejando y, obtenemos:

3
7 (100 + 2¢)2
E(%-FCZ =

/[(1oo+2t)%y]’ dt =7/(100+2z)%dz = (100+20)2y + C; =
2

= (100+ 20}y = (;) @) (1004203 +C =

;
= y=-(100+2) 4y —————.
3 (100 + 21)2

Esta tiltima expresion es la solucion general de la ED.
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o . senx
Ejemplo 2.3.9 Resolver la ecuacion diferencial x2y’ + 3xy = .

¥ Se divide entre x2, para normalizar la ED:

y' + 2= : (2.2)
Se calcula el factor integrante:
3
/p(x) dx = /; dx =3Inx =lnx3 = ukx) = el P dx _ pinx® _ (3

Se multiplica la ED (2.2) por p(x) = x3 y se aplica la igualdad (1uy)’ = u(y' + py):

3 sen x
x3 [y’+ ;y] =x3T = [x*y]’ = senx.

Integrando:

/[x3y]’dx=/senxdx =x3y+Ci=—cosx+C, = ¥’y =—cosx+C =
_ C —cosx

La cual es la solucién general de la ecuacién diferencial.

O
Ejemplo 2.3.10 Resolver la ecuacién diferencial (cosx)y’ + (senx)y = x(sen2x)cos x.
¥V Dividiendo entre cos x, para normalizar la ED:
,  senx x(sen2x) cos x ,  senx
+ = = + = x(sen2x). 2.3
YT osx cos x YT osx ( ) (3)

Calculando el factor integrante:

/p(x) dx

= ux) = efp(x) dx _ e,]n(cosx)_l = (cos X)_l —

/ seny dx = —1In(cos x) = In(cos x)™! =
Cos x

1
CcosX

Multiplicando la ED (2.3) por u(x) y aplicando la igualdad (ny)’ = u(y’ + py):

1 ,  senx 1 " 2xsenxcosx
[y + y] = xsen2x = y| = ———— =2xsenx.
COs X cos x cos x cos x COs X
De donde ,
1
/ [ y] dx = /szenxdx.
cos x
Integrando por partes la integral del lado derecho:
1
y = —2xcosx + 2senx + C.
Cos X
Por lo tanto la solucién general es
y = —2xcos’x 4+ 2senxcosx + C cosx = y = —2x cos’x + sen2x + C cos x.
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Ejemplo 2.3.11 Resolver la siguiente ED lineal x'+2yx = y.

Y Eneste caso la ED estd normalizada. El factor integrante es
/p(y) dy = /Zy dy = y* = u(y) = e/ PO = 077,
Multiplicando la ED normalizada por p(y) = e” : y aplicando la igualdad conocida:
eyz[x’ +2yx] = yey2 = [eyzx} = yeyz.
Integrando:
ey = /yey2 dy = %eyz +C.
Por lo tanto la solucién general es

1 2
=—-4+Ce .
X 2+ e

. o . d 1
Ejemplo 2.3.12 Resolver la siguiente ecuacion diferencial d_y =~ .
x e’—x

Y Considerando a y en funcién de x, esta ecuacién diferencial ordinaria no es lineal; pero si consideramos
a x en funcién de y, se tiene que

d
(ey—x)—z;i =1=e—x= —d;
=>x'+x=¢. (2.4)

Esta tiltima expresién es una ecuacién diferencial lineal. Un factor integrante es

/p(y)dy=/dy=y = u(y) =e.
Entonces multiplicando la ED lineal (2.4) por i(y), aplicando la igualdad conocida e integrando:
lx' +x]=eve? =[e?x] =¥ = /[eyx]’dy = /ezy dy =
=e'x+C = %ezy +C = 2x = %ezy +C.

La solucién general de la ED es

1
x==e+Ce™”.
2

Ejemplo 2.3.13 Resolver el siguiente PVI y’ —2xy = x3¢™%, con la condicion y(0) =1.
¥V Se tiene:

y' —2xy = X3, (2.5)
Un factor integrante es

2

/p(x)dxz—2/xdx=—x2 = u(x)zef”(x)dx =e .
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Multiplicando (2.5) por u(x), aplicando la igualdad conocida e integrando, se obtiene:

—2x2

e_xz[y’ —2xy] = e e o [e_xzy], = x3e =

= /[e_xzy]’dx = /xze_zxzxdx.

Integrando por partes la integral del lado derecho:

1 1
/xze_zxzx dx = —sze_zxz + 2 /e_zxzx dx.

Entonces:
1

—x2 __l 2 —2x2 : _l —2x2 __l —2x2 2 l x2 x2
e y+C = 4xe +2<4>e +C = y= 4e x+ze + Ce* .

Por lo tanto la solucién general de la ecuacién diferencial es

1 1
y=-3 (x2 + 5) e 4 Ce*

Considerando la condicién inicial y(0) = 1:

1 1 1 1 9
1=—— 2 _ -0 C = 1] =— C :}Czl - = —.
4(0 +2)e + gt +5=3

Por lo tanto, la solucién del PVI es

Ejercicios 2.3.1 Ecuaciones diferenciales lineales. Soluciones en la pdagina 10
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales.

1. y'+ 100y = 0. 11. xy’ =2y + x2.
. x'=10x = 0. 12. y’cosx + ysenx —1 = 0.

.2z —xz=0. 13. x2y’ 4+ 2xy = x — 1.

14. (y—Dx'—x = y(y — 1)

15. xe*y' + (x + De*y = 1.

2
3
4. xy’ =10y = 0.
5. (500 —t)s" + 4s = 0.
6

(100 4 30 A" + A = 10.
16. y2dx + (3xy — 4y3)dy = 0.

T
7. y' 4+ (cotx)y = 2cscx, con (—) =1.
v )y 2 17. (x24+1)dy = (x3 —2xy +x)dx, con y(1) = 1.

8. (2x + S)Z—i + 10y = 10(2x + 5), con y(0) = 0. 18. (»% + dx = (1 + xy)dy, con x(1) = 0.

dy 19. y’cosx + ysenx —cos> x = 0, con y(0) = —1.
9. (x2 + l)d— +3xy = 6x.

X 20. Ly’4+ Ry = Esenwx, con y(0) =0, donde L,
10. xy’ 4+ (2x —3)y = 4x*. R, E & w son constantes positivas.
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Ejercicios 2.3.1 Ecuaciones diferenciales lineales. Pigina 9

)}

1
2
3.
4
5

.y = Ce100x,
. x=Cel",
z= Ce%xz.
.y =Cx!0
. s = C(500 —1)*.

1
. A =10+ C(100 + 31)3.

. y=2xcscx + (1 —m)cscx.

7

5 5
Ly = g(2x +5)— Z(Zx +5)7>.

_3
Ly =24CK24+1)72.
10.
11.

y =2x3+ Cx3e72x.

y = x2Inx + Cx2.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

y =senx + C cosx.

1 2
—(1 — l) +Cx72.

y=3 "
1 2
x=5(y—1)y +C(y—1).
y=e ¥+ Cxle .
4 2 -3
ngy +Cy—".
1, 1
=- [ Y p——
IS A
e y2+1
y =cosxsenx — COSx.

y:

EolL R _Rx
w —Lsenwx—coswx+e L
w w



