CAPITULO

3

Aplicaciones de primer orden

3.7.1 Trayectorias ortogonales

Si consideramos la familia de curvas
x2+y2 =c¢, conc >0,

podemos decir que esta familia es el conjunto de las circunferencias de radio r = /c con centro en el origen.

y
\

Esta es una familia de curvas de la forma:
F(x,y) = c; donde F(x,y) = x> + y2.

Una ecuacién diferencial asociada a esta familia de curvas es:

, Fy 2x X
y = —_—— = = ——,

F, 2)’_ y
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

En un punto arbitrario del plano (x, y), la curva de la familia que pasa por ese punto tiene recta tangente

con pendiente ~Z Por ejemplo, por el punto (2, 3) pasa la circunferencia de radio +/13 y su recta tangente
y

en dicho punto tiene pendiente m; = —3

2
Tangente con pendiente m; = — 3

Ahora bien, se sabe que dos rectas que se intersecan son ortogonales (o perpendiculares) si sus pendientes
satisfacen:

. 1 ) 1
mi-my=—1 obien m;=—-—— obien my=——.
my mi

Es decir, la pendiente de una recta es el negativo del inverso multiplicativo de la pendiente de la otra.

3
Existen curvas que pasan por el punto (2, 3) y que tienen como pendiente de la tangente m, = X

1 3
Por ejemplo, y = —x3 4 2 pasa por el punto (2, 3) y la pendiente de su tangente en ese punto es m, = ~:
jemp 8 pasap p ylap & p )

3
<«—— | Recta tangente con pendiente m> = 7

o -

1
Decimos entonces que, en el punto (2, 3), las curvas X2 4+y? =13 &y = §x3 + 2 son ortogonales puesto
que sus tangentes son ortogonales. Cumplen que m; - m, = —1. Ahora, si tomamos un punto arbitrario
del plano (x, y) por donde pasa una circunferencia de radio r = \/x2 + y2 cuya tangente tiene pendiente
x

m; = ——

y
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¥
N X
Tangente con pendiente m| = —;,
v
X
ST . . 1
podemos generar entonces una ecuacién diferencial con la igualdad m, = ———. Esta ED es
mi
d
Y _Y 3.1)
dx x

La anterior ED tiene soluciones tales que, cuando una curva solucién pasa por el punto (x, y), su recta
tangente es ortogonal a la tangente de la circunferencia que pasa por ese punto.
Vamos a resolver la ecuacion diferencial anterior (3.1) por separacién de variables:

d
_y:z:d_y:d_x:/d_y:/d_x:
y X

dx x y X
=Iny=Inx+C = Iny=Inx+InC = Iny=InCx =
=y =Cx.

La solucion general de esta ecuacién diferencial representa a la familia de rectas que pasa por el origen.
Como vemos, cada recta de la familia y = Cx interseca ortogonalmente a cada una de las circunferencias
de la familia x2 + y2 = c. Asi, con el método indicado, hallamos una familia de curvas (y no una tnica
curva) tal que cada uno de sus miembros es ortogonal a cada una de las curvas del la familia x2 + y2 = c.
Esto se ve en la siguiente figura:

O

e Supongamos que tenemos dos familias de curvas (las cuales llamaremos €; y C»), cuando cada curva
de una familia C; es ortogonal a cada una de las curvas de otra familia C,, se dice que C; y C» son
familias ortogonales de curvas o bien que C; y €, son familias de trayectorias ortogonales.

(Cémo encontrar la familia ortogonal a una familia dada?
Si tenemos una familia de curvas de la forma

F(x,y) =c.
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Se calcula la ecuacion diferencial asociada a dicha familia, es decir:

g
y Fy
Se afirma entonces que la ecuacion diferencial asociada a la familia ortogonal es
dy Fy
dx F,

Resolvemos esta ecuacion diferencial y su solucién general es la familia ortogonal a la familia dada.

Ejemplo 3.7.1 Obtener la familia ortogonal a la familia:

y = cx2.

¥V Estafamilia es el conjunto de las pardbolas con vértice en el origen.
y
<—Parac > 0.

<— Parac < 0.

Calculamos la ecuacion diferencial asociada a esta familia de curvas. Escribimos y = ¢x? como

2x 2y

1
;.

%zcdondeF(x,y)z% =

Fy =

Entonces la ecuacion diferencial asociada a la familia de parabolas es

2y
, Fx T3 2y
Y= =g —.
y L X

x2

Por lo tanto la ecuacién diferencial asociada a la familia ortogonal es

d_y_Fy_ X

dx ~ Fy 2y’
Resolvemos esta ED por variables separables:
dy

X
2oL Soydy=-—xd
dx 2:>yy xXdax =

y
2 L)
= [ 2ydy =-— xdx:>y=—§x +C =
1

2 yZ
:>y2+§x2=C = f-’_E:l’

esta tiltima ecuacion es la familia ortogonal y representa una familia de elipses con centro en el origen:
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S
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Ejemplo 3.7.2 Determinar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas
2x2 + y2 = 4cx, con c constante.

Y Obtenemos la ED asociada a esta familia:

2 2 2 F,. = - = ,
4x ) 4 y
Fy = =—.
2x
Luego, la ED asociada es
2x2 — y?
r_ Fy _ 4x2 _ 2x2 — y2
V= Fy, y 2xy
2x
Por lo tanto, la ED asociada a las trayectorias ortogonales es
dy _F 2xy
dx F, 2x2—y2
Como se observa, esta ED es homogénea y la resolvemos como tal
2y y
dy _ 2xy <) _2()
dx 2x2-—y? y? (y )2
— 2— (=
%(2 x2> ;
Tenemos:
y dy dw
W===)y=XW = - =X—5—+UW
dx dx
Al sustituir en la ED:
dw+ 2w N dw 2w 2475 20 + w? w? N
X——FW=r—75 X =75 —
dx 2—w? dx 2—w 2— w2 2 w?
2— w2 dx _ 5 1
= 3 = 2wl —— | dw =
w w

=>1nx—2<w2> lnw+C————lnw+C =
— w?

1
=>1nx+—2+lnw=C.
w
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Y debido a que w = X, se tiene que
x

x? y x2
lnx+—2+ln(—) =C =i+ +hy-Jaf=C =
y x y

2
=T 4lny=C = 2 +y’Iny = ()~
y

Por lo tanto, las trayectorias ortogonales estan dadas por la familia de curvas:
x2 4+ y%Iny = Cy?;

donde C es constante.

O
Ejemplo 3.7.3 Calcular las trayectorias ortogonales de la familia de curvas
cosy = ce ™, con c constante.
¥ Obtenemos la ED asociada a esta familia de curvas:
Fy = (cos y)e* = e*cosy,
cosy=ce ™ = e*cosy=c = F(x,y) =e*cosy = N (x Y) xy
F, =e*(—seny) = —e*seny.
Luego, la ED asociada es
y’——i _ #¥cosy _ cosy
F, —2¥seny seny’
Por lo que, la ED asociada a las trayectorias ortogonales es
dy  seny
dx  cosy’
que resolvemos por variables separables.
d sen cos cos
O PN ydyz—dx:>/ ydyz—/dx:>
dx cos y sen y sen y
= In(seny) = —x +C = seny = e ¢ = ¢7%C = ¢77C.
Por lo tanto, las trayectorias ortogonales estan dadas por
seny = Ce™™, con C constante.
O
Ejercicios 3.7.2 Trayectorias ortogonales. Soluciones en la pdgina 7
Encontrar la familia de curvas ortogonales a cada una de las siguientes familias.
1. y2 =2Cx. 6. x2 + y% = 2ay.
2.y = Ce*. 7. y2 =2p(x —a); p # 0 es un niimero conocido.
2_ 2
3. y2_2x2 = C. 8 x"—y"=a
2 x?
2 2 _ 9. = .
4. Cx* 4y 1. y 2d—x

5.y =Cx2 10. (x* + y%)* = a®(x* = y?).
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Ejercicios 3.7.2 Trayectorias ortogonales. Pigina 6

1. 2x2 +y2 =C. 7. y=Ce_%

2. y24+2x=C. c

3. xy2=_C. 8.y=;.

4. x24+y%2—-Iny? =C.

5 a2y 22 =C. 9. (x2 4+ yH)? = K2x% + y?).
6. x2 4+ y2 =Cx. 10. (x2 + y2)2 = K xy.



