CAPITULO

4

Ecuaciones diferenciales de orden superior

4.6 Meétodo de coeficientes indeterminados

En esta secciéon presentamos un método que se utiliza para encontrar una solucién particular de una ED
lineal no homogénea de orden n. La necesidad de encontrar dichas soluciones particulares proviene del
siguiente resultado, que generaliza al que vimos en la pagina ??:

e La solucién general de una ED lineal no homogénea
an ()Y + an1 ()" 4 -+ ar()y "+ ar () + ao(x)y = g(x)
estd dada por
y(x) = yp(¥) + ye(x),
donde

¥p(x) es una solucion particular de esta ED no homogénea, que es una solucién conocida.

Ye(x) es la solucion complementaria, que es la solucién general de la ED lineal homogénea aso-
ciada:

an ()Y ™ + an—1 )y + o+ a3(0)yP (x) + ax(x)y” + a1 (x)y’ + ao(x)y =0,

es decir, y.(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + -+ + cnyn(x), donde y1(x), y2(x), ---, yn(x) forman un
conjunto fundamental de soluciones para la lineal homogénea.

El método de coeficientes indeterminados es un procedimiento utilizado para obtener una solucién parti-
cular y,(x) para la ED lineal no homogénea con coeficientes constantes

(3)

any® + a1y V4, o 4a3y® dazy” +ary’ 4+ apy = g(x).

Una restricciéon que existe para poder aplicar este método consiste en el tipo de funcién que puede ser g(x).
El método funcionard adecuadamente cuando g(x) sélo sea alguno de los tipos siguientes:
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1. g(x) = Pu(x), un polinomio de grado n > 0.

Los polinomios de grado n son generados por las funciones {1, x, :--,x" } y, como se ha visto en
este contexto, estas funciones estdn asociadas a la raiz cero de multiplicidad » + 1 de la ecuacién
caracteristica.

2. g(x) = Py(x)e**; con a constante y P, un polinomio de grado n.

Estas funciones son generadas por las funciones {e®*, xe**, ... x"e%* }, las cuales estan asociadas a
la raiz o de multiplicidad n + 1 de la ecuacién caracteristica.

3. g(x) = Py(x)sen fx + Q,(x)cos Bx, donde B es constante; P, & O, son polinomios con el mayor de
sus grados igual a n.

Estas funciones son generadas por las funciones

{cosBx,xcosfBx,---,x"cosfx} 'y {senfx,xsenpfx,---,x"senfx},
las cuales estan asociadas a las raices i, ambas de multiplicidad n + 1 de la ecuacién caracteristica.

4. g(x) = Pp(x)e** sen Bx + O, (x)e** cos Bx con a y B constantes; P, & O, son polinomios de manera
que el mayor de los grados entre ellos es 7.

Estas funciones son generadas por las funciones

{e* cos fx,xe* cosfx, --- ,x"e* cosfx} y {e* senfx,xe* senfx, ---,x"e* senfx},

las cuales estdn asociadas a las raices « =i 8, ambas de multiplicidad » + 1 de la ecuacién caracteristica.

5. g(x) puede ser combinacién lineal de funciones de los 4 tipos anteriores.

Observemos que:

e Sig(x) = Py(x), entonces g(x) = Py(x)e** cona = 0.

Es decir, todo polinomio P, (x) puede ser considerado de la forma P, (x)e“*, donde oo = 0.

e Cona =0: P,(x)sen Sx + Qn(x)cos fx = e**(P,(x)sen Bx + Qn(x)cos Bx).

Es decir, todas las funciones del tipo 3 son un caso particular de las del tipo 4.

Como se ha dicho, el método de coeficientes indeterminados sirve para determinar una solucién particular
yp(x) de la ED lineal no homogénea con coeficientes constantes

any™ + an1 "V + o+ a3y 4 any” + a1y’ +aoy = g(x).

Expresado de otra manera, este método sirve para encontrar una funcién y = y,(x) tal que, al aplicarsele
el operador dado por

LIyl = any™ + a1y + - +a39® +azy” + a1y’ +aoy.
el resultado sea, precisamente, la funcién g(x). Esto es,
Llyp(x)] = g(x).

A continuacién mostraremos, mediante ejemplos, cémo al aplicar el operador L[y] se transforman ciertos
tipos de funciones, para poder empezar a extraer algunas conclusiones importantes.
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Ejemplo 4.6.1 Sea la ED L{y] = y” + 2y’ — 8y = 0. Analizar la forma en la que se transforman las funciones

y=x2—-1,y=e

v

2X y =senx —cosx,y = e ** & y = (2x — 1)e3* al aplicarles el operador L[y].

. El polinomio auxiliar asociado a la ED es

Pr)y=r>+2r—-8=(@r —-2)(r +4).

.Siy =x?—1,entonces y’ =2x & y” =2.Luego,

Lly] = L[x* —1] = (2) +2(2x) — 8(x* — 1) = —8x* + 4x + 10.

Aqui, un polinomio de grado 2 es transformado en otro polinomio del mismo grado.

. Siy = e?*, entonces y' =2¢** & y” = 4e?*. Luego,

L[y] = L[e*] = (4¢*) 4+ 2(2¢%*) — 8(e**) = 0.

Observe que, la exponencial e?* es anulada por L[y]; es decir, ¢2* es solucién de la ecuacién diferen-
cial. Ademas 2 es una raiz del polinomio auxiliar.

. Siy =senx —cosx,entonces y’ =cosx +senx & y” =—senx + cosx.Luego,

L[y] = (—senx + cosx) + 2(cosx + senx) — 8(senx —cosx) = 11 cosx — 7senx.

Aqui, una combinacién lineal de senx &  cosx se transforma en otra combinacién lineal de las
mismas funciones. Ambas funciones estan asociadas a los niimeros +i, que no son raices del poli-
nomio auxiliar.

.Siy =e **, entonces y’' = —de™* & y” = 16e**. Luego,

Ly] = Lle™*] = (16e™%%) 4+ 2(—4e™**) —8(e™**) = 0.

—4x —4x

Es decir, la exponencial e™** es anulada por L[y]; es decir, e™** es solucién de la ecuacién diferencial.

Ademas —4 es una raiz del polinomio auxiliar.

. Siy = (2x — 1)e3*, entonces y' = (6x — 1)e3* & y” = (18x + 3)e>*. Luego,

L[y] = (18x + 3)e3* + 2(6x — 1)e3* — 8(2x — 1)e3* = (14x + 9)e3*.

Esto es, el producto de un polinomio P; (x) por la exponencial e3* es transformado en otro producto
del mismo tipo de funciones, P; (x)e3*. Ademas 3 no es raiz del polinomio auxiliar.

O

Ejemplo 4.6.2 Sea la ED L[y] = y” —y’ — 6y = 0. Analizar la forma en la que se transforman las funciones
y=0Bx2—-1e?,y =3+ 1)e 2,y =2 —x2)e3* &y =4x3—3x2 + 2x — 1 al aplicarles el operador L[y)].

v

1. El polinomio caracteristico asociado a L[y] es

p(r)=r—r—6=(+2)r —3);
el cual tiene por raices de multiplicidad 1,r = -2 & r =3, porlo que

Lly]=0,paray =e > & y=¢e*.

Atn maés, L[y] = 0, para y = c1e72* 4 ce3* conc; & ¢ constantes, que es la solucién general
de la ED homogénea.
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2. Siy = (3x2 — 1)e?*, entonces y' = (6x2 + 6x —2)e?* & y” = (12x2 4 24x + 2)e?*. Luego,

L[y] = (12x2 + 24x + 2)e?* — (6x2 + 6x — 2)e?* — 6(3x% — 1)e** =
= (—12x2 + 18x + 10)e?*.
Observamos que el producto de un polinomio de grado dos, P»(x) = (3x? — 1), por la exponencial
€2~ es transformado en otro producto del mismo tipo: un polinomio de grado dos, P,(x) = —12x2 +

18x + 10, por la exponencial e?*. Y vemos que la exponencial e?* estd asociada a r = 2, que no es raiz
del polinomio caracteristico.

3.8iy = (x* 4+ 1)e7?, entonces y’ = (=2x> +3x? —2)e™>* & y” = (4x> — 12x% + 6x + 4)e” .
Luego,
Lly] = (4x> — 1267 + 6x + 4)e 7> — (=227 4 3x> = 2)e > — 6(x> + 1)e > =
= (—15x? 4 6x)e ™.

Es decir, comprobamos que el producto de un polinomio de grado tres, P3(x) = x> + 1, por la expo-

nencial e~2*, se transforma en un producto de un polinomio de grado dos, P, (x) = —15x2 + 6x, por
la exponencial e~2*. El factor polinomial baj6é un grado. Y notamos que e~2* estd asociadaa r = —2,
que si es raiz del polinomio caracteristico y ademds tiene multiplicidad 1.

4. Siy = (2 —x2)e3¥, entonces y’ = (—3x2 —2x + 6)e>* & y” = (=9x? — 12x + 16)e3*. Luego,
L[y] = (—9x% — 12x 4 16)e>* — (=3x? —2x + 6)e>* —6(2 — x?)e>* =
= (—10x — 2)e3*.

Observamos que el producto de un polinomio de grado dos, P>(x) = 2—x2, por la exponencial 3* es
transformado en un producto de un polinomio de grado uno, Pi(x) = —10x —2, por la exponencial
3. El factor polinomial baj6 un grado. Vemos también que e3* estd asociada a r = 3, que es una raiz
de multiplicidad 1, del polinomio caracteristico.

5.Siy =4x3—3x2+2x—1,entonces y' = 12x2 —6x +2 & y” =24x—6. Luego,
L[y] = 24x — 6) — (12x2 — 6x +2) —6(4x> —3x2 +2x — 1) =
= —24x3 4+ 6x? 4 18x — 2.

Como vimos, un polinomio de grado tres, P3(x) = 4x3 — 3x2 4+ 2x — 1, fue transformado en otro
polinomio del mismo grado, P3(x) = —24x3 + 6x2 + 18x — 2. Observamos ademds que y = P3(x) =
P3(x)e% estd asociado a r = 0, que no es raiz del polinomio caracteristico.

O
Ejemplo 4.6.3 Seala ED L[y] = y"”" —2y" + y' = 0. Analizar la forma en la que se transforman las funciones
y=@2+x+De ™ y=x*—x2+1,y=x>+x2—x—-1)e* & y =3sen2x — cos2x al aplicarles el
operador L[y].
\
1. El polinomio caracteristico asociado a L[y] es
Pry=r}-2r24+r=r@?>=-2r+ 1) =r@r-1>%
el cual tiene por raices r = 0, de multiplicidad 1,y r = 1, de multiplicidad 2, por lo que:

a. Lly]=0paray =e™ =1,y =¢* & y=xe".

b. Aun més: L[y] = 0para y = ¢1 + cze* + c3xe*, concy,c2 &  ¢3 constantes.
y P
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2.Siy = (x2+x+1)e ¥, entonces y' = (—x2+x)e™¥; 3" = (x2=3x+1)e™ &y" = (—x2+5x—4)e™*.
Luego,
Lyl = (—x2+5x —4)e ™™ —2(x2 =3x + De ™™ + (—x2 + x)e ™ =
= (—4x% + 12x — 6)e™™
Esto es, el producto de un polinomio de grado dos, P>(x) = x? + x + 1, por la exponencial e~ fue
transformado en otro producto del mismo tipo, en polinomio de grado dos, P»(x) = —4x2 + 12x — 6,

por la exponencial e™*. Y vemos que la exponencial e™ estd asociada a r = —1, que no es raiz del
polinomio caracteristico.

4 —x2+41,entonces y’ = 4x3 —2x;y" =12x2 -2 & y” = 24x. Luego,

Lly] = (24x) —2(12x% = 2) + (4x3 —2x) = 4x3 — 24x2 4+ 22x + 4.

3.5y =x

Es decir, un polinomio de grado cuatro, P4(x) = x% — x2 4+ 1, fue transformado en un polinomio de

grado tres, P3(x) = 4x3 —24x2 4+ 22x + 4. El polinomio bajé un grado. Y notamos que y = Ps(x) =
P4(x)e%* estd asociado a r = 0, que es una raiz de multiplicidad 1 del polinomio caracteristico.

4. Siy = (x3 4+ x2 — x — 1)e¥, entonces:
Y =3 +4x2+x—2)e",y" = (x3+Tx2+9x—1)e* & y"” = (x> +10x2 + 23x + 8)e*. Luego,

L[y] = (x> 4+ 10x% + 23x + 8)e* —2(x> + 7x% 4+ 9x — I)e™ + (x> + 4x2 + x —2)e* =
= (6x + 8)e”™.

Como vemos, el producto de un polinomio de grado tres, P3(x) = x* + x2 —x — 1, por la exponencial
e” es transformado en un producto de un polinomio de grado uno, P (x) = 6x +8, por la exponencial
e”. El factor polinomial baj6 dos grados. Y notamos que e* esta asociada a r = 1, que es una raiz de
multiplicidad dos del polinomio caracteristico.

5. Siy = 3sen2x — cos2x, entonces:
¥y’ = 6cos2x + 2sen2x,y” = —12sen2x + 4cos2x & y" = —24cos2x —8sen2x. Luego,

L[y] = (—24cos2x —8sen2x) —2(—12sen2x + 4 cos 2x) + (6 cos 2x + 2sen2x) =
= 18sen2x — 26 cos2x.
Como se observa, una combinacién lineal de sen2x &  cos2x se transformd en otra combinacion

lineal de sen2x &  cos2x. Y encontramos que sen2x = ¢ sen2x &  cos2x = ¢% cos2x son
funciones asociadas a r = 0 £ 2i = £2i, que no son raices del polinomio caracteristico.

O

Ejemplo 4.6.4 Sea la ED L[y] = y® + y® = 0. Analizar la forma en la que se transforman las funciones

y=x%%y=x8—x*+1,y=xsenx —xcosx & y =3sen2x —2cos2x al aplicarles el operador L[y].

\
1. El polinomio caracteristico asociado a L[y] es
Pry=r>+r3=r3r?+1),
el cual tiene r = 0 como una raiz de multiplicidad 3 y r = £i como raices complejas conjugadas de
multiplicidad 1, por lo que
a. L[y = Oparay = ¢ =1,y = xe¢® = x, y = x2%% = x2, y = ¢"cosx = cosx
&y = e senx = senx.
b. Aunmas: L[y] = O0paray = c1+cax + c3x%4cqcosx+cssenx, concy, ¢z, ¢3, ca & c5 constantes
arbitrarias, es la solucién general de la ED.

2. Siy = x2e*, entonces:
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y' = (x> +2x)e™; y@ = (x2 + 8x + 12)e”;
y" = (x* + 4x + 2)e*; O = (x2 + 10x + 20)e”.
y® = (x2 + 6x + 6)e™;

Luego,

L[y] = (x* + 10x 4 20)e™* + (x* + 6x + 6)e* = (2x% + 16x + 26)e™.
De lo anterior, el producto de un polinomio de grado dos, P»(x) = x2e*, por la exponencial e* se
transforma en otro producto de polinomio de grado dos, Py(x) = 2x% + 16x + 26, por la misma
exponencial e*. Observamos ademds que la exponencial e* estd asociada a r = 1, que no es raiz del
polinomio caracteristico.

. Siy =x®—x*+ 1, entonces:
y' =8x7 —4x3; y® = 1680x* —24;
y" =56x°—12x?%; y® = 6720x3.
y(3) = 336x°> — 24x:
Luego,

L[y] = (6720x3) + (336x° — 24x) = 336x° 4+ 6720x> — 24x.

Aqui un polinomio de grado ocho, Pg(x) = x® — x* + 1, es transformado en un polinomio de grado
cinco, Ps(x) = 336x° + 6720x3 — 24x. El polinomio disminuy®6 tres grados. Y hallamos también que
el polinomio y = Pg(x) = Pg(x)e® estd asociado a r = 0, que es una raiz de multiplicidad 3 del
polinomio caracteristico.

. Si y = xsenx — x cos x, entonces:

y' = (x +1)senx + (x — 1) cos x; y(4) = (x —4)senx + (—x —4) cos x;
y" = (=x+2)senx + (x +2) cos x; y® = (x + 5)senx + (x — 5) cos x.
y® = (—=x —3)senx + (—x + 3) cos x;

Luego,
Lly]=[(x +5)senx + (x —5)cosx] + [(—x —3)senx + (—x + 3)cos x] = 2senx — 2 cos x.

Vimos que, una expresion de la forma P;(x) senx + P, (x)cosx,donde Pi(x) = x & ﬁl(x) = —x son
polinomios de grado 1, es transformada en sélo una combinacién lineal de senx & cosx. El factor
polinomial pierde un grado. Y encontramos que senx & cosx estdn asociadas a r = =+i, que son
raices de multiplicidad 1 del polinomio caracteristico.

. Siy =3sen2x — 2cos2x, entonces

y' = 4sen2x + 6 cos2x; y® = 48sen2x — 32 cos 2x;
y" = —12sen2x + 8 cos2x; y® = 64sen2x + 96 cos 2x.
y(3) = —16sen2x — 24 cos2x;

Luego,
L[y] = (64sen2x + 96 cos2x) + (—16sen2x — 24 cos2x) = 48sen2x + 72 cos 2x.

Y ahora vimos que, una combinacién lineal de sen2x & cos2x es transformada en otra combinacion
lineal de sen2x & cos2x. Ademads las funciones sen2x & cos2x estdn asociadas a r = +2i, que no
son raices del polinomio caracteristico.
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O

Podemos resumir algunas observaciones hechas en los ejemplos previos que servirdn para dar soporte al
método de coeficientes indeterminados; éstas van en el sentido de resaltar las transformaciones que resultan
por la aplicacién del operador L[y] sobre las funciones y = f(x) suministradas. Para esto, comparamos a
la funcién dada y = f(x) con la funcién F(x) = L[f(x)] obtenida después de ser aplicado dicho operador
L[y].

Funcién dada Operador Funcién obtenida

y=,fx  — Lyl —  F(x)=L[f()]

1. Para empezar, es necesario conocer el polinomio caracteristico P(r) asociado al operador L[y], asi
como sus raices, con sus respectivas multiplicidades.

2. Cuando la funcién proporcionada es de la forma

y = f(x) = e*" [Py(x)sen Bx + Qn(x) cos Bx],

y r = a xif no son raices de la ecuacién auxiliar, entonces la funcién obtenida F(x) = L[ f(x)] tendra
el mismo tipo y caracteristica que la original, es decir:

L[ f(x)] = F(x) = e** [ﬁn(x) sen fx + @n(x) cos x| .

e Si f(x) es un polinomio P,(x) de grado n y r = 0 no es raiz del polinimio auxiliar, entonces
L[ f(x)] es otro polinomio de grado n.

e Si f(x) = Pn(x)e"™™, donde P,(x) es un polinomio de grado n y r = « no es raiz de la ecuacién
auxiliar, entonces de manera similar L[ f(x)] = P,(x)e"*.

e Si f(x) = Py(x)senfx + Qn(x)cos Bx, donde P,(x) & Qn(x) son polinomios con el mayor de
sus grados igual an y si r = £if no son raices de la ecuacién auxiliar, entonces:

L f(x)] = ﬁn(x) sen Bx + @n(x) cos Bx,

donde P, x) & @n (x) son otros polinomios con el mayor de sus grados igual a n.

e De manera similar, y generalizando los puntos anteriores, si r = o« £ if8 no son raices de la
ecuacion auxiliar asociada a L[y], entonces:

L[e** (Py(x)sen Bx + Q,(x)cos Bx)] = e** [ﬁn(x) sen Bx + @n(x) cos x| ;
donde P,(x) & Qn(x) son polinomios con el mayor de sus grados igual a n; ademas, ﬁn(x)

& 0, (x) son otros polinomios con el mayor de sus grados igual a .

3. Cuando la funcién dada y = f(x) es

y = f(x) = e* [Py(x)sen Bx + Qn(x) cos Bx],

y sir = a & if son raices del polinomio auxiliar, entonces la funcién L[ f(x)] obtenida sera del mismo
tipo, pero su caracteristica se modificard, disminuyendo en general el grado de los polinomios. A
grandes rasgos:

F(x) = L[F(x)] = e** [ﬁk(x) sen Bx + @k(x) cos Bx|,

conk < n.
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e Si f(x) = Pu(x) es un polinomio de grado n y r = 0 es una raiz de el polinomio caracteristico,
con multiplicidad m, entonces:

a. Sim = 1, la funcién obtenida F(x) = L[ f(x)] = Pny (x) es un polinomio de grado n — 1.

b. Sim =2, la funcién obtenida F(x) = L[f(x)] = Pn_2(x) es un polinomio de grado n — 2.

c. Sim < n,la funcién obtenida F(x) = L[f(x)] = Prm (x) es un polinomio de grado n — m.

d. Por supuesto, si m > n, entonces F(x) = L[P,(x)] = 0, pues cualquier polinomio de grado
n < m seré solucién de la ED L[y] = 0.

e Si f(x) = Py(x)e**, donde P,(x) es un polinomio de grado n, y si r = « es una raiz del poli-
nomio caracteristico, de multiplicidad m, entonces:

a. Sim = 1, la funcién obtenida F(x) = L[P,(x)e**] = ﬁn_l(x)e‘”, donde ﬁn_l(x) es un
polinomio de grado n — 1.

b. Sim = 2, la funcién obtenida F(x) = L[P,(x)e**] = ﬁn_z(x)e‘”, donde ﬁn_z(x) es un
polinomio de grado n — 2.

c. Sim < n, la funcién obtenida F(x) = L[P,(x)e**] = ﬁn_m(x)e‘”, donde ﬁn_m(x) es un
polinomio de grado n —m.

d. Sim > n, de manera andloga al caso anterior, F(x) = L[P,(x)] = 0.

e Si f(x) =e** [Py(x)senBx + Q,(x)cos fx], donde P,(x) & Q,(x) son polinomios con el mayor
de sus grados igual an y si r = o £ iff son raices de la ecuacién auxiliar, de multiplicidad m,
entonces:

a. Sim = 1, la funcién obtenida sera
F(x) = LIf(¥)] = ¢** [Py (x) sen fx + Q1 (x) cos B,
donde ﬁn_l x) & @n_l (x) son polinomios con el mayor de sus grados igualan — 1.
b. Sim = 2, la funcién obtenida sera
F(x) = LIf(¥)] = ¢** [Ppa(x) sen fx + Op2(x) cos ],
donde ﬁn_z x) & @n—z (x) son polinomios con el mayor de sus grados igualan — 2.
c. Sim < n, la funcién obtenida sera
F(x) = LLf()] = ¢ | Py (x) sen fx + Oy (x) cos fx|
donde ﬁn_m x) & @n_m (x) son polinomios con el mayor de sus grados igual a n — m.
d. Igual que los casos anteriores, sila multiplicidad m de las raices a & de la ecuacion auxiliar
asociada a la ED L[y] = 0 es mayor que 7 (el grado méximo de P,(x) & Q,(x)) entonces:
L [e®** (Py(x)sen x + Q,(x)cos Bx)] = 0.
4.6.1 El método

Como ya hemos dicho, el método de coeficientes indeterminados se utiliza para encontrar una funcién
¥y = yp(x), que al serle aplicada el operador:

Lyl =any™ + an1y™ D + - +a3y® + a2y + a1y’ + aoy

produzca como resultado la funcién g(x) conocida.
Esto es, dadas la funcién g(x) y el operador L[ f(x)], determinar la funcién y = y,(x) tal que
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Funcién desconocida Operador Funcién conocida

y = yp(x) — L[y] —  gx) = Lyp(x)].

Siendo asi, para determinar una solucién particular y = y,(x) de la ecuacién diferencial L[y] = g(x), se
propone el procedimiento siguiente:

1. Encontrar el polinomio caracteristico P(r) asociado al operador L[y] y determinar sus raices con sus
respectivas multiplicidades.

2. Analizar la funcién conocida g(x) y decidir si tiene o no relacién con alguna de las raices de P(r).

3. Si g(x) no tiene relacién con alguna de las raices de P(r), entonces se propone que y,(x) sea del
mismo tipo que g(x).

4. Si g(x) estd relacionada con alguna raiz r de P(r) y ésta tiene multiplicidad m, entonces se propone
que y,(x) sea el producto de x™ por una funcién del mismo tipo que g(x).

Como podra notarse, a la funcién y, = f(x) que se propone del mismo tipo que la funcién g(x), se le
multiplica por el factor polinomial x™, para asi compensar el decrecimiento del grado del polinomio P, (x)
contenido en f(x) que observamos en los ejemplos anteriores. Esta funcién y, tiene los coeficientes del
polinomio P, (x) desconocidos, los cuales determinaremos al sustituir y, en el operador e igualar el resul-
tado con g(x).

Ejemplo 4.6.5 Obtener la solucion general de la ED lineal no homogénea
y" =4y’ +3y = 9x* — 36x + 37,
por el método de coeficientes indeterminados.
¥ Primero se obtiene la solucién general de la homogénea asociada:
y"'—4y" +3y=0.
Proponiendo y = e"*, se obtiene la ecuacién caracteristica:
r?—4r+3=0,

que tiene por solucionesr =1 & r = 3, ambas de multiplicidad uno.
Por lo anterior, la solucién complementaria de la ED dada es

ye(x) = cre* + cpe3*.
Ahora obtenemos una solucién particular y, de la ED lineal:
y" — 4y’ + 3y = 9x? — 36x + 37.
Observe que la funcién g(x) = 9x% — 36x + 37 es un polinomio de grado 2.
Es decir: g(x) = P2(x) = P2(x)e® = P5(x)e®, donde se tiene el factor e”*, con r = 0.
Como r = 0 no es raiz del polinomio caracteristico P(r) = r? — 4r + 3, entonces se propone como solucién
particular una funcién del mismo tipo que g(x):
yp(x) = x°(Ax* + Bx + C) = Ax* + Bx + C,

donde 4, B, C son coeficientes que deberdn ser determinados. Ahora,

yp=Ax*+Bx+C = y, =24x+ B = y] =2A.
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Usando y,/ — 4y, + 3y, = 9x> — 36x + 37, se obtiene:
24 —4(2Ax + B) + 3(Ax* + Bx + C) = 9x* — 36x + 37.
Asociando términos con respecto a las potencias de x,
(BA)x? + (-84 +3B)x + 24 — 4B + 3C) = 9x% — 36x + 37.

Hemos obtenido dos polinomios, los que serdn iguales cuando asi lo sean los coeficientes de los términos
del mismo grado, por esto:

34=9 (coeficientes de x?2);
—8A4+3B =-36 (coeficientes de x1);
24— 4B +3C =37 (coeficientes de x°, términos constantes).

Lo anterior es un sistema de ecuaciones que tiene por solucién:
A=3 B=-4 & C=5s

Entonces la solucién particular es
yp(x) = 3x2 —4x + 5.

Por lo tanto, la solucién general es

Yy =yp(x)+ ye(x) = 3x2 —4x 4+ 5+ cre¥ + cre3".

Ejemplo 4.6.6 Resolver la ED lineal no homogénea
y" + 4y’ = 12x% — 10x — 16,
por el método de coeficientes indeterminados.
¥ Obtenemos primero la solucién general de la ED lineal homogénea asociada
y'+4y’ =0.
Proponiendo y = e"”*, se obtiene la ecuacién caracteristica
r2 4+ 4r = 0,

que tiene por solucionesar =0 & r = —4, ambas de multiplicidad uno.
Por lo anterior la solucién complementaria de la ED dada es

4x 4x

Ve(x) = c1e% + cre™ =1 + cre”

Como segundo paso obtenemos una solucién particular y, de la ED lineal:
y" + 4y’ = 12x% — 10x — 16.

Observe que la funcién g(x) = 12x? — 10x — 16 es un polinomio de grado 2.
Es decir: g(x) = P2(x) = P2(x)e® = P5(x)e®, donde se tiene el factor e”*, con r = 0.
Como r = 0 es una raiz de multiplicidad 1 del polinomio caracteristico (r? + 4r), entonces se propone como
solucién particular:
yp(x) = x1(Ax? + Bx + C) = x(Ax? + Bx + C),

donde 4, B y C son coeficientes que deben ser determinados. Ahora,

yp = Ax>+ Bx>+ Cx = y, =3Ax*> +2Bx+C = y, =6Ax +2B.



4.6 Método de coeficientes indeterminados 11

Al utilizar y/ + 4y, = 12x> — 10x — 16, se obtiene:

(6Ax +2B) + 4(34x% + 2Bx + C) = 12x> — 10x — 16.
Asociando términos con respecto a las potencias de x:

(124)x? 4+ (64 + 8B)x + (2B + 4C) = 12x% — 10x — 16.

Hemos hallado dos polinomios y los coeficientes de los términos del mismo grado son iguales, por esto:

124 =12 (coeficientes de x?);
64 +8B = —10 (coeficientes de x1);
2B +4C = —16 (coeficientes de x°, términos constantes).

Lo anterior es un sistema de ecuaciones que tiene por solucién:
A=1, B=-2 & C=-3

Entonces la solucién particular es
yp(x) = x> —2x% — 3x.
Por lo tanto, la solucién general de la ED es

X

y = yp(x) + ye(x) = x> —2x% —3x 4+ ¢1 + c2e”.

O
Ejemplo 4.6.7 Obtener la solucion general de la ED
" +3y" = —36x% + 12x + 42,
por el método de coeficientes indeterminados.
¥ Primero se obtiene la solucién complementaria proponiendo y = e"*.
y"+3y"=0=r’+32=0= r’(r +3)=0.
Esta ecuacién caracteristica tiene por soluciéon r = 0, raiz de multiplicidad 2y r = —3, raiz de multiplicidad 1.

Por lo tanto, la solucién complementaria es

3x 3x

Ve(x) = c1% + coxe% + 3673 = ¢ 4 cax + cze”
En segundo lugar, se obtiene una solucién particular y, de la ED lineal
" +3y" = =36x2 + 12x + 42.

Esto es, la funcion g(x) = —36x2 + 12x + 42 es un polinomio de grado 2.

Es decir: g(x) = P2(x) = P2(x)e® = P5(x)e®, donde se tiene el factor e”*, con r = 0.

Como r = 0 es una raiz de multiplicidad 2 del polinomio caracteristico (r> + 3r2), entonces se propone
como solucién particular:

yp(x) = x2(Ax? + Bx + C) = Ax* + Bx® + Cx2,
donde 4, B y C son coeficientes que deben ser determinados. Ahora,

yp = Ax* 4+ Bx’ + Cx* = y] = 44x> +3Bx* + 2Cx =
=y, =124x*> + 6Bx +2C = y, =24Ax + 6B.
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Siusamos y;’ 4 3y, = —36x? + 12x + 42, hallamos que

(24Ax + 6B) + 3(124x% + 6Bx +2C) = —36x? + 12x + 42.
Asociando términos con respecto a las mismas potencias de x:
(364)x* + (244 + 18B)x + (6B + 6C) = —36x2 + 12x + 42.

Hemos obtenido dos polinomios, los coeficientes de los términos del mismo grado son iguales, por esto:

364 = —36 (coeficientes de x?);
24A +18B =12 (coeficientes de x1);
6B +6C =42 (coeficientes de x°, términos constantes).

Lo anterior es un sistema de ecuaciones que tiene por solucién:
A=-1; B=2 & C=5.

Entonces la solucién particular es
yp(x) = —x* 4+ 2x3 4 5x2,

Por lo tanto, la solucién general de la ED es

Y = yp(x) + ye(x) = —x* +2x3 +5x% + 1 + c2x + e3>,

Ejemplo 4.6.8 Resolver laED y" + y = (5x — 1)e?*, por el método de coeficientes indeterminados.
¥V Se obtiene primero la solucién complementaria proponiendo y = e”*:
V' 4y=0=r241=0= r’=-1 = r==4+/-1==i.

Las soluciones de la ecuacion caracteristica sonr =i & r = —i, ambas de multiplicidad I.
La solucién complementaria es

ye(x) = €% (c1 cos x + ¢ senx) = ¢; cos x + ¢ sen x.
Obtenemos ahora una solucién particular y, de la ED lineal
y" 4+ y = (5x — e,
La funcién g(x) = (5x — 1)e?* es el producto de un polinomio de grado uno, por la exponencial ¢*.
Es decir: g(x) = Pi(x)e?* = Pi(x)e"™, conr = 2.
Como r = 2 no es raiz del polinomio caracteristico (r? + 1), entonces se propone como solucién particular:
yp(x) = x°(Ax + B)e** = (Ax + B)e**,
donde A4 y B son coeficientes atin por determinar. Y ahora:
yp = (Ax + B)e* = y) = QAx + 2B + A)e** = y) = (4Ax + 4B + 44)e*".

Utilizando y;/ + y, = (5x — 1)e**, se obtiene:

(4Ax + 4B + 44)e** + (Ax + B)e? = (5x — 1)e** =
= (4Ax+4B+44) +(Ax+B)=(5x—1) =
= (54)x + (5B +44) =5x — 1.
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Logramos asi dos polinomios y los coeficientes de los términos del mismo grado son iguales, por esto:

54=5 (coeficientes de x1);
5B +4A4 = —1 (coeficientes de x°, términos constantes).

Lo anterior es un sistema de ecuaciones que tiene por solucién:
A=1 & B=-1

Entonces la solucion particular es
yp(x) = (x — De?.

Por lo tanto, la solucién general de la ED es

y = yp(x) + ye(x) = (x = 1)e®** 4+ ¢ cosx + casen x.

Ejemplo 4.6.9 Obtener la solucién general de la ecuacion diferencial
y" =5y +4y = (12x — 5)e*,
por el método de coeficientes indeterminados.
¥ Obtenemos primero la solucién general de la homogénea asociada:
y"=5y"+4y =0.
Proponiendo y = e"*, se obtiene la ecuacién caracteristica:
r*—5r+4=0,

que tiene por solucionesar =1 & r = 4, ambas de multiplicidad 1.
Por lo tanto, la solucién complementaria es

ye(x) = cre* + cre**.
Logramos una solucién particular y, para la ED lineal:
y"=5y" +4y = (12x — 5)e**.
O4bserve que la funcién g(x) = (12x—5)e** es el producto de un polinomio de grado uno, por la exponencial
x
Es c.lecir: g(x) = Pi(x)e** = Pi(x)e"™,conr = 4.
Como r = 4 es una raiz de multiplicidad 1 del polinomio caracteristico (r> — 5r + 4), entonces se propone

como solucién particular:
yp(x) = x'(Ax + B)e** = x(Ax + B)e**,

con Ay B coeficientes que hemos de determinar; y ahora:
yp = (Ax* 4+ Bx)e*™ =y, = 4(Ax> + Bx)e** + 2Ax + B)e** =
=y, = 16(Ax? + Bx)e** + 8(24x + B)e** + (24)e**.

Usaremos:
vy =5y, + 4y, = (12x — 5)e**;

eliminando e**, simplificando y asociando términos con respecto a las potencias de x:

(64)x + (24 +3B) = 12x — 5.
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Hemos obtenido dos polinomios y los coeficientes de los términos del mismo grado son iguales, por esto:

64 =12 (coeficientes de x1);
24+ 3B =—5 (coeficientes de x°, términos constantes).

Lo anterior es un sistema de ecuaciones que tiene por solucién:
A=2 & B=-3.
Entonces la solucién particular es
yp(x) = 2x% = 3x)e*™ = x(2x — 3)e**.
Por lo tanto, la solucién general es

y = yp(x) + ye(x) = 2x2% = 3x)e*™ + c1e* + cae?.

Ejemplo 4.6.10 Resolver la ecuacién diferencial
y" — 4y’ + 4y =2(9x —2)e?*,
por el método de coeficientes indeterminados.
¥ Primero se obtiene la solucién complementaria proponiendo y = e"*:
V' —4y' 44y =0 = r2—4r+4=0 = (r—2)2=0.

Esta ecuacion caracteristica tiene por solucién a r = 2, que es de multiplicidad 2.
Por lo tanto, la solucién complementaria es

Ve (x) = c1e® + cpxe? = (c1 + cax)e?*.
Obtenemos ahora una solucién particular y,(x) para la ED lineal
y" — 4y’ + 4y = (18x — 4)e?*.

Observamos que la funcién g(x) = (18x — 4)e** es el producto de un polinomio de grado uno, por la
exponencial e?*.
Es decir: g(x) = Pi(x)e?* = Pi(x)e"™, conr = 2.
Como r = 2 es una raiz de multiplicidad 2 del polinomio caracteristico (r> — 4r + 4), entonces se propone
como solucién particular:

yp(x) = x*(Ax + B)e™ = (Ax> + Bx?)e?,

con Ay B coeficientes que vamos a determinar:
yp = (Ax?® + Bx?)e* = Vp = 2(Ax>® + Bx?)e® + 3Ax? 4+ 2Bx)e*™ =
= y) = 4(Ax> + Bx*)e> + 4(3Ax? + 2Bx)e”™ + (6Ax + 2B)e*".
Utilizando y; —4y] + 4y, = (18x —4)e**, eliminando e*, simplificando y asociando términos con respecto

a las potencias de x:
(6A4)x + (2B) = 18x — 4.

Hemos obtenido dos polinomios, los coeficientes de los términos del mismo grado son iguales, por esto:

B =-2.

64 =18 (coeficientes de x!) A=3;
2B = —4 (coeficientes de x°, términos constantes)
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Entonces la solucién particular es
yp(x) = x2(3x —2)e** = (3x3 —2x?)e?*.
Por lo tanto, la solucién general de la ED es

Y = y,(x) + ye(x) = 3x3 —2xH)e?* + (c1 + cax)e® = (3x3 —2x% + cox + ¢1)e?”.
p

Ejemplo 4.6.11 Obtener la solucion general de la ED
y"” +2y"+ 5y = 19sen2x + 8 cos 2x,
por el método de coeficientes indeterminados.

¥ Obtenemos primero la solucién complementaria proponiendo y = e"*:

—2+£+/4-20 -2+£+-16 N

Y/ 42y 45y =0= r’4+2r+5=0 = r = > 3

= r=—-1%£2i.

Las raices del polinomio caracteristico sonr; = —1 +2i & r, = —1 — 2i, ambas de multiplicidad 1.
Por lo tanto, la solucién complementaria es

Ye(x) = cre”* cos2x + cre”*sen2x = e *(c1 cos2x + ¢z sen2x).
Determinamos a continuacién una solucién particular y,(x) para la ED lineal
y"” +2y"+ 5y = 19sen2x + 8 cos2x.

Aqui, la funcién g(x) = 19sen2x + 8cos2x es una combinacién lineal de sen2x & cos 2x, la cual es una
funcién relacionada con los ntimeros complejos r = 0 & 2i, que no son raices del polinomio caracteristico.
Por esta razén se propone como solucién particular:

yp(x) = Asen2x + B cos2x,
donde A4 y B son constantes que debemos determinar. Ahora,
yp = Asen2x 4+ Bcos2x = y, =2Acos2x —2Bsen2x = y, = —4Asen2x — 4B cos2x.

Alusar y, + 2y, + 5y, = 19sen2x + 8 cos2x:

—4Asen2x — 4B cos2x
—4Bsen2x + 44 cos2x
5Asen2x + 5B cos2x

(A—4B)sen2x + (4A+4 B)cos2x = 19sen2x + 8cos?2x.

Hemos obtenido dos combinaciones lineales de las funciones sen 2x y cos2x que, como hemos observado
anteriormente, son funciones linealmente independientes. Por lo tanto estas combinaciones lineales son
iguales cuando sus coeficientes correspondientes son iguales, por esto:

A—4B =19 (coeficientes de sen2x) A—4B =19 174 = 51 A=3;
44+ B =8  (coeficientes de cos 2x) 164 + 4B = 32 B=8-44 B = —4.

Entonces la solucién particular es
Yp(x) = 3sen2x — 4 cos2x.

Por lo tanto, la solucién general de la ED es

Yy =yp(x) + ye(x) = 3sen2x — 4cos2x + e “(cq cos 2x + ¢ sen2x).
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Ejemplo 4.6.12 Resolver la ecuacién diferencial
y"” 4+ 9y = 12cos 3x,
por el método de coeficientes indeterminados.
¥V Se obtiene primero la solucién complementaria proponiendo y = e”*:
y'4+9y =0 = r24+9=0 = r=43i =0+3i.

Las raices del polinomio caracteristico son r = 0 & 3i, ambas de multiplicidad 1.
La solucién complementaria es

Ve (x) = c1% cos 3x + 2% sen3x = ¢} cos 3x + ¢ sen 3x.
A continuacién obtenemos una solucién particular y,(x) para la ED lineal:
y” 4+ 9y = 12cos 3x.

Aqui, la funcién g(x) = 12cos3x = O0sen3x + 12cos3x es una combinacién lineal de sen3x & cos 3x,
la cual es una funcién relacionada con los niimeros complejos r = 0 £ 3i, que son raices del polinomio
caracteristico de multiplicidad 1. Por esta razén se propone como solucién particular:

yp(x) = x!(Asen3x + B cos3x) = Axsen3x + Bx cos3x.
Por lo que:
y, = (=3Bx + A)sen3x + 3Ax + B)cos3x & y, = (—94x —6B)sen3x + (—9Bx + 6A4)cos 3x.

Alusar y + 9y, = 12cos 3x:
—6Bsen3x + 6A4Acos3x = 12cos3x.

Igualdad que se cumple cuando 4 =2y B = 0.
Entonces, la solucién particular es y,(x) = 2x sen 3x. Por lo tanto, la solucién general de la ED es

Y = Yp(x) + ye(x) = 2xsen3x + cj cos 3x + ¢, sen 3x.

Ejemplo 4.6.13 Obtener la solucién general de la ecuacién diferencial
y"” =2y’ 4+ 5y = —20e* sen2x,
por el método de coeficientes indeterminados.
¥ Obtenemos primero la solucién complementaria proponiendo y = e"*:

y' =2y +5y=0= r’=2r4+5=0 =

2+ v4-20 2+£4i
r = =
2 2

=1=%2i.

Las raices del polinomio caracteristico son r = 1 & 2i, ambas de multiplicidad 1.
La solucién complementaria es

Ye(x) = cr1e* cos2x + cre* sen2x = e*(cy cos2x + ¢ sen 2x).
Obtenemos ahora una solucién particular y,(x) para la lineal

y" =2y’ + 5y = —20e* sen 2x.
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La funcién g(x) = —20e*sen2x = —20e*sen2x + Oe* cos2x es una combinacién lineal de e* sen2x
& e* cos 2x, la cual es una funcién relacionada con los niimeros complejos r = 1 % 2i, que son raices
del polinomio caracteristico de multiplicidad 1. Por esta razén se propone como solucién particular:

y,(x) = x'(Ae* sen2x + Be” cos2x) = Axe” sen2x + Bxe™ cos2x.
P

Por lo que:

¥, = (Ax —2Bx + A)e* sen2x 4 (24Ax + Bx + B)e™ cos 2x;

y, = (=3Ax —4Bx + 24— 4B)e* sen2x + (4Ax —3Bx 4+ 44 4 2B)e” cos 2x.
Si tenemos en cuenta la ecuacién diferencial y, — 2y, + 5y, = —20e* sen 2x, entonces:

(—4B)e* sen2x + (4A4)e™ cos2x = —20e* sen2x.

—4B=-20 _ [B=5

44 =0 A=0.
Hallamos que la solucién particular es y,(x) = 5xe* cos2x. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion
diferencial es

Que se cumple cuando

y = yp(x) + ye(x) = 5xe* cos2x + e*(c1 cos2x + ¢; sen2x).

O

Principio de superposicién
Muchas ED son, por ejemplo:

LIyl = g1(x) + g2(x) + -+ + gm(x). (4.1)
donde

LIyl = any™ 4+ an_1y®V + -« + a1y’ +aoy
y donde g1(x)., g2(x), -+, gm(x) son funciones arbitrarias.
En estos casos, pueden hallarse soluciones particulares para cada ecuacién diferencial:
Llyp,l=g;j(x); j=12--.m.

Una vez hallada la correspondiente solucion particular y,,, j = 1,2, ---,m, puede demostrarse que la

suma de todas ellas
Yp=Ypi ¥Vt -+ Vpm
constituye una solucién particular de (??).
A este procedimiento se le conoce como principio de superposicion.
A continuacién presentamos algunas ED que requieren del principio de superposicién.
1. y" 4+ 4y =2x2+ 1+ e*cosx.
Aqui, g1(x) =2x2+1 & ga(x) =e*cosx.

2. y" —4y’ +y =3xe?* + senx.
Aqui, g1(x) =3xe?® & ga(x) =senx.

3. 9" —2y" + 4y’ = x? + xsenx + (2x —2) cos x.

2

Aqui, g1(x) =x & ga(x) = xsenx + (2x —2) cos x.

4. y" —y’ =senx —2cos2x.

Ahora, el hecho de que las funciones trigonométricas tengan diferente argumento nos obliga a consi-
derar por separado g1(x) = senx & g»(x) = —2cos 2x.
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Ejercicios 4.6.1 Método de coeficientes indeterminados. Soluciones en la pdgina ??
Por el método de coeficientes indeterminados, encontrar una solucién particular y escribir la solucién general de cada
ecuacion diferencial.

1.

e e S e
A N N S =)

0 ® N ok » D

Y=y =x

y/' =y =2y =-2x3+x2+4x+1.
y" —y' =2y = 16xe3* .

y"” —5y’ 4+ 6y = 10sen2x — 50 cos 2x .
y" 4+ 4y = (5x2 + 4x — 3)e* .

4y" — 4y’ +y = (-3x + 4)senx —2(2x — 1) cos x .

y'4+y' =3.

y"'+4y' +4y =2(x +3).
y"'—y =12y = e** .
y"” 4+ 25y = 6senx .
y"—=2y"+ 5y =e*senx.

2% .

. y" 425y =20sen5x + xcosx .

oy =y = (Bx2 4 6x + 1)e* .

. y" =2y’ =8y =2senx + (12x — 10)e** .
oy —4y' +4y = (18x — 4)e?* .

. y" 4+ 12y’ 4+ 100y = 48sen 10z .

y" =5y’ + 6y = 2sen2x — cos 2x + (3 —2x)e?* .
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Ejercicios 4.6.1 Método de coeficientes indeterminados. Pigina ??
3 2 - 2 3 2
Ly =27 =204 3x —d 4 cren +epe™ 1. y = <x__x_+£> e* +cre™* + cpe”.
2.y = (4x =5)e> +cre™™ + cpe?. 6 44
— 2 3 1
3.y =S5sen2x +cre™ +cpe”. 12. y = —2xcos5x + 2x_4 cosx + g Senx +c1sensx +
4.y = (xz— 1)e* + c¢1 sen2x + ¢ cos 2x. + ¢ cos 5x.
5.y = xsenx +2cosx + (1 + cax)e?. 13. y = x(x2 + 1)e* +c1 + c2e*.
— 18 4
6. y=3x+c1+ce ™ 14y = —gosenx+ o< cos x + (x2 —2x)e** +c1e7* +
X
7.y = 5T 1+ (c1 + cax)e2~. + gt
15. y = (3x3 —2x2 + c1x + c2)e?*.
8. y= ;e“x +cre73% 4 cpetr, 2
X 16. y = —5cos 10t + e (c1 cos 8¢ + co sen 8t).
9. y= Zsenx—+c1sen5x-+c2c055x. 7 9
17. y = —sen2x 4+ — cos2x + (x% — x)e?* + c1e?* +

10.

1
y = gex senx + (c1 sen2x + ¢ cos2x)e*.

52 52
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