CAPITULO

5

Aplicaciones de ED de segundo orden

5.3.6 Circuito LC de corriente alterna

V(t) = Vosenwt /I\ o}

Un circuito LC simple de corriente alterna, como el de la figura anterior, esta formado por una fuente
de voltaje V(t), un capacitor C y un inductor L. Las caidas de potencial en el circuito son Q/C sobre el

I
capacitory L o sobre el inductor. De acuerdo con la ley de Kirchhoff de voltaje, tenemos que

0 dl sz 0 Vo
— = =_" . 1
Vosenwt = + L ; = 2 + sen wt (5 )

Si definimos |

Wi = —,
reTVIe
podemos reescribir la ecuacién (5.1) como:
d?Q 2 Vo
W'FU)LCQZISGHU)I, (52)
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

cuya solucién depende de si la frecuencia w del voltaje de entrada es igual o diferente a la frecuencia
natural wyc.

Casoi. Siwrc # w, la solucién estd dada por Q(¢) = Q.(t) + O ,(¢) donde
Qc(t) =cicoswpct + casenwyct
es la solucién general de la ecuacién homogénea y
0,(t) = Dsenwt

es una solucién particular. Para obtener el coeficiente D, derivamos dos veces O, () y sustituimos en
la ecuacion (5.2), asi resulta que

Vo
(—w? + wic) Dsenwt = - senwt,

de donde se infiere que

V() VO

D=—___" = 1) = —————senwt.
Lwic—w) = 207 Tz —v?)
Finalmente,
1%
Q) =cicoswpct + casenwpct + 2—0 senwt.
L (ch - wz)
Los coeficientes ci, ¢ se obtienen al considerar las condiciones iniciales; por ejemplo, Q(0) = 0

& 1(0) = 0. Evaluando la carga al tiempo ¢ = 0 se tiene que ¢; = 0. Derivando con respecto al
tiempo, obtenemos la corriente por el circuito:

I(t) = cowpc cos(wpct) +

y evaluando en ¢ = 0 tenemos que

V()w = ey = — V()w
L (w%c - wz) T

0=cowrc + Lwie (wic — wz) .

La carga y la corriente son, entonces:

ow) Yow sen t+ _ sen wt
= — enwrc ;
Lwrc (wic —w?) L(wic—w?)
1(1) Vow [ t S 1]
= ———— [cosw!t —cos w .
L (wic—w?) te

Observe que la carga y la corriente dependen de la frecuencia del voltaje de entrada y de la frecuencia
natural wyc.

Caso ii. En un circuito LC, cuando wyc = w, la carga esta dada por

0(t) = Qc(t) + 0p (),

donde
Qc(t) =cicoswpct + casenwyct

es la solucién general de la ecuacién homogénea y de acuerdo con el método de coeficientes indeter-
minados, se propone como solucién particular

Q,(t) = Dtsenwyct + Et coswpct.
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Para obtener los coeficientes D y E, derivamos dos veces QO ,(¢) y sustituimos en la ecuacién (5.2); asi
resulta

Vo
f senwyct =2Dwrc coswrct —2Ewrcsenwyct — thic senwyct — Etwic coswrct+
+ w%c [Dtsenwpct + Etcoswpct] =2Dwpc coswpct —2Ewpc senwpct,

de donde se infiere que

Vo
D=0 & = - .
ZchL
Por lo que se obtiene, finalmente:
Vo
l) = — coswyct.
Op(1) YorcL
En consecuencia: "
ol
Q) =cicoswyct + cosenwpct — coswyct.
ZchL
Los coeficientes c1, ¢» se obtienen al considerar las condiciones iniciales, por ejemplo, Q(0) = 0

& 1(0) = 0. Evaluando la carga al tiempo ¢ = 0, se tiene que ¢; = 0. Derivando con respecto al
tiempo, obtenemos la corriente sobre el circuito

0 Vot
I(t) = cowpc coswrct — coswpct + ——senwpct,
(1) = cowrce ret =3 7 et + 57
y evaluando en ¢ = 0 tenemos que
0 Vo Vo
= cowrc — 2= ——F5—.
2wrclL 2Lw}c
La carga y la corriente son, entonces:
0 Vot
o) = >—senwrcl — coswyct coulombs;
ZLwLC ZchL

Vot
I(t) = 7L senwyct amperes.

Estas expresiones muestran que en un circuito LC puede existir resonancia y que la carga en el ca-
pacitor asi como la corriente oscilardn con gran amplitud. Desde luego, esto provocara que en algin
momento un elemento del circuito se dafie y en consecuencia deje de funcionar el circuito.

Ejemplo 5.3.1 Considere un circuito LC de corriente alterna con L = 1 H, C = 0.25 F y una fuente de voltaje
V = 20cos2t V. Determine la corriente y la carga al tiempo t > 0, si inicialmente ambas son cero.

¥ La ecuacién diferencial por resolver [véase la ecuacion (5.1)] es

dz
WzQ + 40 = 20 cos?2t.

La solucién de la ED homogénea es
Qc(t) = c1c0s2t + cpsen?2t.

Como la frecuencia de la fuente de voltaje es igual a la frecuencia natural de las funciones sinusoidales,
proponemos entonces la solucion particular:

Qp(t) =t[Acos2t + Bsen2t].
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Derivando dos veces se tiene:

d

% = Acos2t + Bsen2t +t [-2Asen2t + 2B cos 2t];
d*Qp

2 = —4Asen2t + 4B cos2t +t[—4Acos2t —4Bsen2t].

Sustituyendo la funcién Q,(¢) y la segunda derivada en la ecuacién diferencial:
—4Asen2t 4 4B cos2t = 20 cos 21,

de donde se deduce que
A=0 & B=5.

Finalmente, la solucién particular y la solucién general son

Qp(t) = 5tsen2t;
Q(t) = c1cos2t + cp sen2t + 5t sen 2t.

La corriente se obtiene derivando la expresién anterior:
I(t) = —2cysen2t 4+ 2c¢; cos2t + 5sen2t + 10¢ cos 2¢.

Considerando las condiciones iniciales, se obtienen ¢; = ¢ = 0. Entonces la carga y la corriente estan
dadas por

Q() = 5tsen2t C;
I(t) = 5sen2t + 10f cos 2t A.

Ambas funciones se grafican a continuacién:
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Observe que la carga sobre el capacitor crece y decrece con amplitud cada vez mds grande; por esta razén
en algin momento el circuito dejard de funcionar. Lo mismo sucede con la corriente en el circuito.

O
Ejercicios 5.3.6 Circuito LC de corriente alterna. Soluciones en la pdgina 6

1. Se conecta en serie un capacitor de 0.01 F, un inductor de 0.01 H y una fuente de voltaje que suministra
10 cos(10¢) V para formar un circuito LC. Determine una expresién para la carga y la corriente en todo
tiempo ¢, suponiendo que inicialmente el capacitor estaba descargado y que no circulaba corriente
alguna en el circuito.

2. Un circuito LC se forma conectando un capacitor de 0.4 F, un inductor de 0.004 H y una fuente de
voltaje que proporciona 2 cos 20¢ V. Si al inicio el capacitor tenia una carga de 0.01 C y circulaba una
corriente de 0.05 A, encuentre la carga al tiempo ¢ segundos.

3. Se conecta una fuente de voltaje que provee 10 cos 20¢ V a un circuito LC formado por un capacitor de
0.5 F y un inductor de 0.005 H. Suponiendo que el capacitor se encontraba descargado y no circulaba
corriente sobre el circuito, encuentre la carga y la corriente.
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4. Un circuito LC esta formado por una fuente de voltaje que suministra 2 cos 50¢ V, un capacitor de 0.2
F y un inductor de 0.002 H. Determine la carga y la corriente sobre el circuito suponiendo que al inicio
el capacitor tenia una carga de 4 C y circulaba una corriente de 50 A.

5. Se aplica un voltaje de 10 cos 100z V durante /200 s a un circuito LC formado por un capacitor de
0.1 F y un inductor de 0.001 H e inmediatamente después se suspende. Determine la carga y la
corriente sobre el circuito en todo tiempo ¢ suponiendo que originalmente el capacitor se encontraba
descargado y no circulaba corriente sobre el circuito.
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Ejercicios 5.3.6 Circuito LC de corriente alterna. Pigina 4

10 10
1. Q@) = g9 €08 107 — g9 €08 100z C;

I(t) = 199 sen 10¢ + 1000 sen 1007 A
99 99 :
2. Q(t) = 2.2222¢0s20t — 2.2122 cos 25t + 0.002sen 25t C;

I1(t) = —44.4444sen 20t + 55.3056sen 25t + 0.05cos 25¢ A.
3. Q(t) = 50t sen20t C;

I1(t) = 50sen 20t + 10007 cos 20t A.
4. Q(t) = 10t sen50¢ + 4 cos 50t + sen 50t C;

I(t) = 5007 cos 50t — 190 sen 50t + 50 cos 50t A.
5. Para0 <t < .

200°
Q(t) = 50t sen 100t C;

I1(t) = 50sen 100¢ + 5000t cos 100z A.

T
Parat > —:
200

A 1
o) = —3 cos 1007 + %sen 100¢ C;

I(t) = 50sen 1007 + 257 cos 1007 A.



