CAPITULO

6

La transformada de Laplace

6.2 Definicion de la transformada de Laplace

6.2.1 Definiciéon y primeras observaciones

En la gran mayoria de los sistemas de interés para la fisica y la ingenieria es posible (al menos en princi-
pio) predecir su comportamiento futuro partiendo de condiciones dadas en un determinado tiempo, el cual
podemos desde luego suponer que es ¢t = 0. S6lo en muy contados ejemplos es factible predecir el compor-
tamiento pasado del sistema. En lo que sigue nos ocuparemos solamente de la parte de las funciones f(t)
definida para valores ¢ > 0, sin darle importancia a lo que sucede para ¢t < 0. Con esta aclaracién podemos
enunciar la siguiente definiciéon de la transformada de Laplace, en ocasiones denominada unilateral:

e La transformada de Laplace (TL) de una funcién f(¢) se define mediante:

£{ @)} = F(s) = /O T et oy dr,

para todos los valores s € R para los cuales la integral impropia anterior sea convergente.

o Si £{ f(t)} = F(s), diremos también que f(¢) es la transformada inversa de Laplace de F(s), lo que
denotaremos como:

f) = £HFE)).

A esta conexién entre f(¢) y F(s) se le suele representar mediante el esquema:

f(t) «<— F(s).
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Observaciones:

1. Recordemos que una integral impropia como la anterior se define como un limite de integrales sobre
intervalos finitos, es decir,

fele) R
/ e f(t)dt = lim / e St f(t)dt,
0 R—o0 0

si el limite existe. El resultado de la integral serd en general una funcién que depende de s. Al calcular
una TL no siempre se especifica el rango de valores s para los cuales la integral existe; no obstante en
algunos casos es recomendable determinarlo.

2. En ocasiones a esta transformada se le llama unilateral.
Podemos ampliar la definicién dada la TL bilateral. Esta es

oo

L/} = F(s) = / e f(1) d.

—00

No obstante, el manejo y aplicacién de ésta tiene otras complicaciones debidas en parte a problemas
de convergencia que caen fuera del alcance e interés de este libro.

6.2.2 Calculo delaTL

Usaremos la definicién para calcular la TL de algunas funciones.

Ejemplo 6.2.1 Calcular la TL de la funcion escalon unitario

u(t):{o’ sit <0

1, sit>0.

Y Usando la definicién de la TL:

0 R—o0 S

D\ a1 1
= ()t o= (=) (5 ).

[e%e) R 1
U(s) = / e *tu(t)ydt = Rlim e *'dt = lim l——e‘”
0 —>00

1
Observamos ahora que el limite anterior existe, s6losi s > 0. En este caso, lim e R = lim —% =0,en
R—o0 R—o00 €%
consecuencia,
1 1
UGs) = (——) ="
s s
De esta manera, hemos hallado nuestra primera férmula de TL:
1
u(t) «— —, con s > 0. (6.1)
s
O

Ejemplo 6.2.2 Calcular la TL de la funcién f(t) = e*,parat > 0 &a € R.

Y Aqui

R—o0 Jo R—o0

[ore] R
F(s) = / e St dt = lim @ gy — Ilim
0

:[ ! ] lim [e(“_S)R—l]. (6.2)

a—S| R
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Al estudiar el limite anterior, concluimos su existencia siempre y cuando a — s < 0. En este caso, tenemos

que lim e@9R = 0, por lo que:
—00

1 1
F(s) = =D = , con s >a.
s

a— §s—a

También podemos escribir:

1
e «—— ,con s >a. (6.3)
s—a

Ejemplo 6.2.3 Calcular la TL de la funcion

) = {62’, sit < 1;

4, sil<t.

Y DPartiendo de la definicién de la TL:

00 1 00 1 00
/ e f(1)dt =/ e‘”eZ’dt+/ e‘”4dt=/ e dt+4/ e dl =
0 0 1 0 1

e -9t 1+4 lm e SR s _ e s 1 N 4e~S _

1—e25  4es
= + ——,paras >0y s #2.
P ;P ys#

Para s = 2, se reduce la integral:

[e%e) 1 0o
F(2)=/ e X f(1)dt =/ e e dt+/ e 4dr =
0 0 1

1 00 R
= / dt + 4/ e Hdt=1— lim |22 =1+2e2
0 1 R—o0

1
1—e?™5  4e~s

L{fO)}=F(s) = §s—2
14+ 2e72, sis =2.

L1 0}

Entonces:

, sis>0ys#2;

e Propiedad de linealidad de la TL

Una propiedad importante de la TL es la siguiente:

L{af@t) £bg(t)) = /Ooo[af(t) +bg(t)]e™ " dt = a /Ooo f(@)e ' dt + b/ooo gt)e ™ dt =
=al{ f(O)y £bL{g(1)} = aF(s) £ bG(s).
Es decir:
L{af () £bg(n)} = al{ f()} £ L£Lig®)}. (6.4)

e Una férmula recursiva para la TL

Hay férmulas de integracién que reducen el resultado de una integral a una integral méas sencilla,
por lo comtin mediante una integracién por partes. Vamos a calcular £{#"} (para ello usaremos en el
desarrollo):
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u=1" = du =nt""'dt;
e—st
dv=edt = p=—
e S
/
1) 00 v Mot R 0o st
Ly = / e " dt = / t"e S dt= lim |— —/ ——nt"ldt =
0 0 R—00 s 0 0 s
1 R" n [*
= —— lim T—O +_/ e_Sttn_l dt
S R—oo [ efS s Jo

Rn

Si aplicamos n-veces la regla de L'Hopital, entonces, Rlim —% =0. Por lo tanto:
—00 €

n n * —st ,n—1 :
L{t" = — e 1" dt,  sis > 0.
s Jo

Registramos lo anterior como una férmula recursiva:

Lim = %&{z"—l}, paran =123, - (6.5)
Aplicando esta férmula podemos obtener los siguientes resultados:
1 1 11 1
£t} = gJl{zo} = g43{11} :251. =5
ST
e T T
L R
Generalizando, vemos lo siguiente:
LimM = S”T para n =123, (6.6)

Ejemplo 6.2.4 Calcular la TL de la funciones fi(t) = t3 + 3¢, fo(t) =2t —5 & f3(t) = 2e’ + 3e?' —e 73,

¥ Usando las propiedades anteriores:

3! I 6 3  6+3s2
£{t3+3t}=£{t3}+3£{t}:s—4+3s_zzs_4+s_2: ";4 ‘
LL2t =5y =281y —58L{u()) = 212 —5l = Z_ZSS.
N N N
L£{2e" + 362 —e73} = 20"} +3L{ e} - L{e7¥} =
2 N 30 1 26=-26+3)+36-DE+3)-(-D(-2) _
s—1 s—2 s43 (=D —=2)(s+3)
2524+ s—6)+3(s7+25—3)— (s —3s+2) 457+ 11523
N (s — 1)(s —2)(s + 3) =D =2 +3)

De manera similar es posible calcular la TL de cualquier funcién que sea combinacién lineal de potencias
enteras de 7 y exponenciales e?/, para a € R.
|

Hasta el momento, a partir de la definicién y primeras propiedades de la TL tenemos una cantidad limitada
de funciones cuyas TL podemos calcular. Conforme avancemos en las siguientes secciones se ampliara
considerablemente la clase de funciones para las cuales podemos calcular su TL.
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6.2.3 Mas ejemplos de calculo de 1a TL

Al estudiar ED lineales homogéneas con coeficientes constantes, consideramos conveniente introducir los
numeros complejos de la forma z = « + i y las correspondientes férmulas de Euler como sigue:
e =cosh +isen & e % =cosh —isenb.

Las propiedades de la integral son vélidas para constantes complejas, es decir, que si z = o + i3, entonces:
/Zf(t)dt = /(Oé+i,3)f(t)dt =oz/f(t)dt +i,3/f(t)dt =
= (oc+iﬂ)/f(t)dt =Z/f(t)dt.
Por otro lado, la férmula

1

zZ—a

Lferty =

es vélida con z complejo. Ya que, si z = o + i}, en la deduccién de la férmula (véase ejemplo 6.2.2),
requerirfamos considerar:

iﬁRe(ot—s)R =0

lim ¢@ ™R = lim e cuando o — s < 0.

R—o0 R—o0

Asi, para que la férmula anterior sea valida es preciso que su parte real cumpla Re(z) = o < s.
Utilicemos ahora las consideraciones previas para resolver los ejemplos siguientes:

Ejemplo 6.2.5 Calcular la TL de las funciones
f(t) =coskt & f(t) =senkt parak eR.

Y Siusamos la observacién previa sobre linealidad de la integral con ntimeros complejos y la férmula de
Euler:

L{eikt} = / e Stetkt g = / e *!(coskt +isenkt)dt =
0 0
= / e ' cosktdt + i/ eS'senktdt = £{coskt} +iL{senkr}.
0 0

También, de acuerdo a lo dicho antes, sobre la transformada de una funcién con exponente complejo,

£{eikt}: 1 1 (s+ik>_ s+ik s k

_ — - +i .
s—ik s—ik \s+ik s2+ k2 s24k2 s2 + k2

Por lo tanto:
s k

i .
ik ke

De aqui, al igualar las partes reales e imaginarias respectivamente, determinamos que

L{coskt} +iL{senkt} =

coskt <— cons > 0,

s
52 4+ k2’

senkt <— con s > 0.

52+ k2’

La validez de estas férmulas se logra puesto que Re(ik) =0 < s.
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e Se puede generalizar la formula (6.5) para £{7"} al caso de exponentes no enteros, introduciendo la
funciéon Gamma I'(z), estudiada por Euler en el siglo XVIII:

L'(z) :/ e *x7ldx,
0

que se puede definir para nimeros complejos z, con Re(z) > 0, aunque aqui restringimos nuestra
atenciéon a I'(r), con r > 0. La propiedad que caracteriza a I'(r) es la de generalizar el factorial de
enteros positivos, ya que integrando por partes:

R

o0 o0
—/ —eXrx"ldx = r/ e *x" Vdx = rI(r).
0 0 0

Hemos usado para resolver por partes la primera integral:

o0
rr+1) :/ e *x"dx= lim (—e_xx’
0

R—00

u=x" = du =rx""Vdx:

dv=e" dx = v=—e "

De este modo, la férmula recursiva obtenida
r'er+1)=rr{) (6.7)
junto con la observacién de que I'(1) = 1 nos permiten concluir que

rQ =rd+1)=I1r{) =1;
rG)=2Ir@)=2-1=2
r'@4)=3r3)=3-2-1=3

y en general
''m+1)=n! n=1,2,3,--- (6.8)
Ejemplo 6.2.6 Calcular £{t"}, conr > 0.

¥V Aplicando la definicién de TL:

ry oo—str — oo—xfrdx — 1 oo—xr _F(I"+l)
£{t}—/0 e tdt—/o e (s) (T)_S’H/o e xdx—isH_1 )

Donde hemos usado para resolver la primera integral el cambio de variable x = s¢.

O
De aqui que para la funcién f(t) =¢",conr > 0:
, rer+1)
Puesto que, usando (6.8)
n F'n+1) n!
L") = gntl gntl’

Vemos que la férmula (6.9) generaliza la anterior (6.6).
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e Vamos a demostrar T’ (%) = /7.

Y Usando la definicion de T:

o0 1 o0 —X
F(l) = / e *x27 v dx = / e_l dx.
2 0 0 >

X2

Haciendo

u=+x = x=u?> = dx =2udu,
se tiene 5

o0 —Uu o0
F(l):/ ¢ Zuduz/ 2¢7% du.

2 0 u 0

Ahora

) 1 oo ) oo ) 0o 00 5in
r (E) :/ Qe du-/ 2e 7" dv = 4/ / e~ qudv.
0 0 o Jo

Usando coordenadas polares (v = r cos 0; v = rsen):

T T 0o T z
rz(l) :4/2/ er drd6 :4/2 (_l)e—'z d9=4/2 (o+1)d9=29 =
2 o Jo 0 2 0 0 2 0
de donde
1
(=)=
(3)-+=
O
A partir del resultado anterior, usando (6.7):
3 1 1 1 1
F - :F — :—F — = — .
(2) (2“) 2 (2) VT
5 3 3.(3 3
F — :F — :—F — =
(5)=rGr)=3r(3) - ovm
. 3
Ejemplo 6.2.7 Calcular £{ t5}~
Y Usamos (6.9):
r(2) 3
el 3l =2 VT 3@
st = -2/
! o> Vs 4V S8
O
Ejemplo 6.2.8 Calcul £{ !
emplo 6.2.8 Calcular £ —¢.
jemp NG
\/
1 1
I'f—— B
e 11— ef - (50) Q) g
NG L2 s—%+1 S% Js s
O

Podemos aplicar, entonces, la férmula para los exponentes r negativos que cumplan —1 < r < 0.

Por supuesto, para exponentes r que no sean enteros o multiplos impares de > el célculo de I'(r 4 1) puede

ser muy complicado y requerir de alguna aproximacién numérica.
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Ejercicios 6.2.1 Definicion. Soluciones en la pigina 9
Utilizar la definicion para hallar la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones:

1.

= » N

f() = e,
f(t) = e ™2
f(t) =6—12
f@)=1t—-8+¢.
3t, sit<1;
t) =
SO {0, sit > 1.
—124+3t-2, sil<t<2;
fo=4"7 S=rs
0, sité¢]l,2].
f(t) =tcosat; a constante.

kt —kt
+
coshkt = % &

senhkt =

e

kt

—e

—kt
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Ejercicios 6.2.1 Definicién. Pdigina 8

5
55 —1°
e—Z

2. ——, paras > 1.
s—1 P s

1
1. > —.
paras 3

3 6_2 >0
. —— =, paras > 0.
s 2P

—752 495 — 1
s2(s —1)

1 1
3 ——eTt - =
< s 52

1
—S
e + —52).

—s —2s

e

e
(-2 +
S (-2)

52—a2

. (52+02)2'

. £{cosh(kr)} =

N

(s +2).

N . £

§2 — k27

{senh(k?)} =

k
2 _ k2



