CAPITULO

1

La integral

1.10 Apéndice

Ejemplo 1.10.1 Consideremos la funcion f(x) = x°. Encontrar la suma de Riemann que aproxima el drea A(R)
bajo la grifica, sobre el eje x, entre x =a & x =b,con0 <a < b.

¥V Para aproximar el drea A(R), la particiéon en subintervalos de igual longitud no es siempre la mejor
opcién. En este caso lo haremos de manera diferente, escogiendo como puntos de una particién en n
subintervalos los siguientes:

2 n—1 n
Xo =a, X1 =adaq, Xx=aq", co.y,  Xp—1 = aq , Xp =aq =b,

b b
hemos abreviado ¢ = vj Como 0 < a < b, tenemos 1 < = ytambién 1 < ¢ < ¢? < ... <q". Estaes una
a a

particion del intervalo [a, b] y las distancias entre puntos consecutivos de la particién no son iguales, como

7
se muestra en la figura siguiente (a =2,b=7,9q= i/;)

+ t t t +
X0 X1 X2 X3 X4 X5

Los valores son

Xo=a =2, x1y=aq =2.57, x, = aq2 =33, x3= aq3 =424, x4 = aq4 =547 & x5 = aqS =1.
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2 Calculo integral

Formamos la suma de Riemann para f(x) = x> correspondiente a esta particién, tomando x* = x;_p,
tenemos:

S FEH —xic) =) (i) (i —xic) = Y _(ag' ) (aq' —ag'™h) =
i=1

i=1 i=1

n n
=Y ¢V alg' =g =a®Y Ve g - D] =
i=1

i=1

n n—1
_ 6 6G—1)(, 1\ — ,6(, _ 6vj _ | 4 — 1nodepende del indice;
- ;q g-D=a¢-1 Zo(q ) = Jj =i —1, cambio del indice
1= Jj=

6\n __ 1
- a"’(q—n("qg—_l — a5 — 1)

n q—1
:aG[(q )6_1]q6_1

q°—1

b bo
Ahora, como ¢" = — = (¢")® = —, entonces:
a a

6 6 g-—1 _ & b® g-1 _ 6 N
a’[(q") —1]q6_1—a (a_6_1> q(’—l_(b —a )q(’——l‘

Por altimo, una férmula de suma es

g5 q°—1
2 4 = -1 l+g+@+¢+¢* +¢° = —
i=0

g—1"

Por lo que
g—1 1

¢ -1 1+qg+...+4¢%

El resultado final de la suma de Riemann es

e — gt

l+g+q¢>+ ... +q°

Z Sz (X —xi—1) =

i=1

Para terminar, si tomamos el limite cuando n — oo de la expresién anterior, solo hay que notar que para

b\n b\n
cualquier n se tiene g = (E) ! y lim g = lim (—) " = 1. De esta forma,

n—o00 n—oo \ a
e — gt o — gt
lim =
nsool+q+q>+ ... +¢° 6
Es decir: . ] ]
o —
/ x° dx = a .
a 6

O

En el ejemplo anterior con modificaciones menores podemos tratar de manera anédloga el caso de cualquier
funcién potencia f(x) = x” con exponente entero positivo. El camino seguido nos daria un resultado
similar y, de esa forma, tomando la particién con intervalos desiguales

{xi=aq'|i=0,1,2,....n}, dondeg = '\’/g,



1.10 Apéndice 3

n
se evita el tener que obtener férmulas para las sumas del tipo Z i¥. Aunque tales formulas existen para
i=1
todas las sumas de potencias de enteros positivos, son bastante complicadas en general.

b
El razonamiento para la suma de Riemann de f(x) = x’ entrex =a & x =5 <con O<a<b&qg= '\’/j>

a
se desarrolla en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.10.2 Consideremos la funcion f(x) = x?. Encontrar la suma de Riemann que aproxima el drea A(R)
bajo la grdfica, sobre el eje x, entre x =a & x =b,con0 <a < b.

v

n

Z f(-xi—l)(-xi _-xi—l) = Z(aqi_l)ll(aqi _aqi_l) _

i=1 i=1

n n
— Zapq(i—l)paqi—l(q —1) = ap+1(q -1 Zq(l’—l)p+(i—1) —

i=1 i=1

n n
— ap+1(q —1) Zq(i—l)(p+1) — ap-l-l(q -1 Z(qp+l)i—1 —

i=1 i=1

n—1
. (qp+1)n -1
=a"g-1) @ =" g - =
j=0 q
+1
_ bttt 4L (DT g—1
Sl l]q"“ 1~ (al’+1 : gr 1
+1
puesto que ¢" = b = (¢")PT! = b?
a ap+1 :
R p+1 -1
Como ademés Y 7_yq/ = qqfl
g—1 1 B 1
qP-I—l—l_ 7=oq’_1+4+q2++qli’

entonces:
1 bp+1 _ ap+1

-1 14+q+q¢*+ ... +qF

2 Fim) (i — xi—1) = (BPT! — ap+1)qpq+1—
1

N
Por dltimo, observando que lim ¢ = lim (—) " — 1, tendremos:
n—o00 n—oo \ a

pp+l _ gp+1 pp+l _ gp+1

n
lim Xi—1)(x;i — x;—1) = lim = =
nem;f(l 1)(1 ! 1) n—>ool+q+q2+...+qp 1+14+124 ... 412

ppHl _ gp+1

p+1

b +1 —1
bP — P
/ x” dxzia.
a p+1

Por lo tanto:



