CAPITULO

1

La integral

1.7 Teorema Fundamental del Calculo I

Presentamos la primera parte del teorema Fundamental del Calculo (TFC I), teorema importante que per-
mite calcular integrales definidas de manera directa. Ademads, este teorema revela la relacion que existe
entre los procesos de derivaciéon e integracion; Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibnitz (1646-1726)
descubrieron y publicaron de manera independiente este resultado, por lo que se les considera los padres
fundadores del calculo. Comenzaremos aqui por estudiar lo que sucede al integrar la derivada de una
funcién conocida.

Para obtener el resultado que buscamos haremos uso del teorema del Valor Medio para derivadas, por lo
que conviene recordar su enunciado:

Teorema 1.1 Del Valor Medio para Derivadas. Si y = F(x) es una funcion continua en un intervalo [a,b] y
diferenciable para todo punto en su interior (a, b), entonces para algiin niimero ¢ € [a, b]:

F(b) — F(a)

=F'
b_a (C)a

o equivalentemente:

F()— F(a) = F'(c)(b —a).

La siguiente figura refleja el resultado de este teorema:
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2 Calculo integral I

F(b)

F(c)

F(a)

Si bien el teorema del Valor Medio no dice en donde exactamente se encuentra el punto ¢ que cumpliré la
igualdad anterior, si garantiza que tal punto c existe y se encuentra dentro del intervalo, es decir, a < ¢ < b.
Supongamos ahora que y = F(x) es una funcién continua y diferenciable en un intervalo [a, b] y conside-
remos una particién cualquiera

A=X0<X1 < ... <Xi_1<Xi< ...<Xp_1<xp=5b
del intervalo [a, b]. Entonces podemos escribir, usando una suma telescépica:
F(b) — F(a) = F(xp) — F(xo) = F(xp) = F(xp—1) + F(xp—1) — ... = F(x1) + F(x1) — F(xo) =
= Flxi) = Flxiz).
i=1

Como F(x) es continua y diferenciable en cada subintervalo [x;_1, x;], el teorema del Valor Medio garantiza
que existe en dicho subintervalo un x; tal que

F(x;j) — F(xi—1) = F'(x])(xi — xi—1).
de modo que

F(b)—F(a) =Y [F(xi) = F(xi-)] = > _ F'(x)(xi —xi-1) = Y F'(x})Ax;: (1.1)

i=1 i=1 i=1

esta tltima es una suma de Riemann que, al tomar el limite sobre particiones que cumplan

b
n — oo & Ax; — 0, converge a la integral / F'(x)dx.
a

Dado que el extremo izquierdo de las igualdades (1.1) no depende de la particién (o de n), concluimos:

b
F(b) — F(a) = / F'(x)dx.

Resulta conveniente reescribir el resultado anterior como sigue:

b

b
/ F'(x)dx = F(b) — F(a) = F(x)

a

Para referencias futuras escribimos a continuacién el enunciado del teorema Fundamental del Célculo.

e Teorema Fundamental del Célculo, primera parte (TFC I)
Sea la funcién f(x) continua en el intervalo [a, b]. Si F(x) es una funcién definida y diferenciable en
[a, b] tal que
F'(x) = f(x),
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entonces

b

b
/ f(x)dx = F(x)| = F()— F(a). (1.2)

A la funcién F(x) se le denomina primitiva o antiderivada de f(x), por la relacién que guarda con la
funcién del integrando.
Ejemplo 1.7.1 Demostrar que las funciones Fi(x) = 2x? + 1 & F»(x) = 2x2 — 5 son primitivas de f(x) = 4x;
4
emplearlas para calcular /0 S(x) dx.

¥ Para comprobar, solo tenemos que derivar:

j—xFl(x) = ;—X(sz + 1) =4x=f(x) & j—sz(x) = ;—X(sz —5) =4x = f(x).

Observe que la diferencia entre F;(x) & F>(x) es una constante:
Fi(x) — F2(x) = x>+ 1) — (2x2 = 5) = 6.

Ahora, la integral pedida es, usando Fi(x):

4
=R@2+1]-R0)2+1]=B2+1]-[1]=32+1—-1=32.

4
=(@2x%+1)
0 0

4
/O £(x) dx = Fi(x)

Obtenemos el mismo resultado usando F»(x):

4
=242 =5 —[2(02—5] = [32—5] - [-5] =32 -5+ 5 = 32.

4
= (2x2-5)
0 0

4
/O £(x) dx = F>(x)

O
La utilidad del TFC I estriba en que con su ayuda podemos evaluar la integral definida de cualquier funcién
para la cual conozcamos (o podamos encontrar) una primitiva. El siguiente resultado debe tenerse en
cuenta:

e Si F(x) y si G(x) son primitivas de f(x), entonces F(x) — G(x) = C.
Y Como F’' = f(x) y G' = f(x),la funcién h(x) = F(x) — G(x) cumple:
M) =F'(x)-G'x)=f(x)— fx) =0 = h(ix) =C = Fx)-G(x)=C =
= F(x)=Gkx)+C.
O

Todas las férmulas de diferenciacién nos pueden servir para encontrar dichas primitivas y evaluar inte-
grales como se ve en los siguientes ejemplos.

2
Ejemplo 1.7.2 Sabiendo que F(x) = 3x*> —8x +5 = F'(x) = 6x — 8, calcular / 3(6x —8) dx.

v

2

2 2
/ (6x—8)dx=/ F'(x) dx = F(x) =FQ2)—-F(=3) =
-3 3

- -3
=[3(2)*> —8(2) + 5] — [3(—3)* — 8(=3) + 5] = [12— 16 + 5] — [27 + 24 + 5] = —55.
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2_1 M — (2 —1)-1 2 g4y a1
Ejemplo 1.7.3 La derivada de F(x) = );_2 es F'(x) = (x )();_(2);2 ) _ X(x _)62)2 ;
6 x2—4x +1
calcular/ ﬂdx.
3 (x—2)2
v
¢ x2—dx +1 6 6
/ﬁdx:/F/(x)dx:F(x) = F(6) - F(3) =
3 (x—=2) 3 s
_ -1 -1 _36-1 9-1_35 3
6-2 3-2 4 1~ 2 =7
x?—4x+1

Vale la pena aclarar que el integrando f(x) = es una funcién no acotada en x = 2, asi que no

(x —2)?
podemos aplicar el TFC I en un intervalo que contenga x = 2. Se debe verificar, al aplicar el TFC-I, que el
integrando sea una funcién continua en todo el intervalo de integracién para evitar resultados contradicto-
rios, como se muestra en el siguiente ejemplo.

O
. . 1 —1 oo , = 1
Ejemplo 1.7.4 La funcién F(x) = %= (1 —x)"" esprimitivade F'(x) = —1(1 —x)7(-1) = (17)2;
— X — X
2 1
calcular / —— dx.
0 (1—x)?
¥ Siaplicamos el TFC I sin poner atencién a las hipétesis del teorema, obtenemos:
2 1|2 1 1
——dx = = — =—-1-1=-2.
o (1—x)2 l—x|, 1-2 1-0
1
El resultado anterior es incorrecto. Veamos por qué. La funcién del integrando f(x) = -2 tiene la
—Xx

gréfica siguiente:

YT a2

|

0

Si interpretamos la integral como un drea, el resultado que calculamos nos dice que el drea bajo la curva
sobre el eje x entre x = 0 & x = 2 es —2, cuando en realidad o bien no est4 definida, o bien es infinita.
La explicaciéon de esta contradiccién es que el integrando es una funcién con una discontinuidad de tipo
infinito en x = 1, valor que queda dentro del intervalo de integracién. En este caso no es posible aplicar el
TFC L

O
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5
Ejemplo 1.7.5 Cz/zlculm’/2 (3x% —2x + 1) dx.

Y Lafuncién F(x) = x> —x2 + x es una primitiva del integrando, pues F'(x) = 3x?—2x + 1, por lo tanto:

5 5
/ Bx2—2x+Ddx=(x3*—x24x)| =5>-52+5-02*-224+2) =
2 2
=(125-254+5)—(8—4+2)=105—6 = 99.

O

A diferencia de los ejemplos anteriores, en este tltimo se pide calcular una integral sin hacer referencia
previa a una funcién primitiva; esta se obtuvo basdndonos en conocimientos previos sobre derivadas, a
saber

d d d

—X —x?=2x & —x=1,

dx dx dx
junto con la conocida propiedad de que la derivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas.

Este tipo de razonamiento es el que usaremos en lo sucesivo para calcular integrales; buscaremos en cada
b

caso una primitiva, usando diferentes medios a nuestro alcance y terminaremos evaluando F(x)| . Para

3 3x2:

encontrar la funcién primitiva, necesitamos desarrollar cierta habilidad, la cual se consigue partie;do de
un conocimiento completo de las férmulas de derivacién aunado a una sistematizacion de técnicas que se
presentaran en las secciones y capitulos siguientes. Por el momento cerramos esta seccién presentando dos
resultados elementales que nos permitiran integrar por lo menos cualquier funcién polinomial.

e Integracion de funciones potencia

k+1
Si f(x) = x*conk # —1 y si f(x) es continua en el intervalo [a, b], entonces F(x) = 1 es una
primitiva de f(x).
V¥V Alderivar vemos:
d [ xkt1 1 d 1
F/ = — :——k+1=—k 1 k= k.
() dx<k+l> Fldet  kapetbhr=a
O
En consecuencia,
b k+1 | b k+1 k+1
k X b7t —a
dx = = ; k # —1. 1.3
/ax o k+1]|, k+1 s conk # (1-3)

Observe que esta formula es vélida para todo exponente k # —1 (atin cuando k sea racional, negativo o
irracional). La tnica condicién es que f(x) = x* sea continua en todo el intervalo [a, b]. Veamos algunos
ejemplos:

Ejemplo 1.7.6 Las siguientes integrales se evaltian por aplicacién directa de la integracion de funciones potencia:

v
7 417 7424 2401-—1 2
1. / Bzt 2] _ 240116 2385 oo,
2 4, 4 4
301 303 3/ 4 4 37 3
1 x3 4 3 —
2. x3 dx = — :—(33-(-1)3):
/—1 41, 4 4
3
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5 _1 X7 |3 11
3./3x 2dy = :2(52—32>=2(J§—J§).
_ 3
2
10 V241 |10 V241 _ V241 10v2+1 _q
4./ xV2 dx = al = —
1 V2411, V241 V241
4 1 |4 grtl gt
5./x”dx=x =
2 T+1], T+1

O

Ejemplo 1.7.7 Cuando el exponente k en f(x) = x* sea negativo, es preciso cuidar que el intervalo de integracion

no contenga 0, donde esta funcion es no acotada. Ast por ejemplo las integrales 1. y 2. siguientes son correctas, pero
la 3. noloes:

3 -2
1. / x3dx = r
2 -2

v

1 -1
o x
dx = —
3. /_Zx X 1

Este tltimo resultado es incorrecto. ;Puede el lector explicar por qué?

O
Por la propiedad de linealidad enunciada en la seccién anterior, para funciones integrables f(x), g(x) sobre
el intervalo [a, b] y constantes r, s cualesquiera:

b b b
/ [rf(x) +sgx)] dx = r/ f(x) dx + s/ g(x) dx.

2 2 2 2
/(3x2—10x+7)dx=3/ xzdx—lO/ xdx+7/ dx =
1 1 1 1

x3 2 xz 2 2
=3—| —10=| +7x| =
3 1 2 1 1
=2*-13)-522-1H)+72-1) =

=7-15+7=-1.

Por ejemplo:

Es posible integrar un polinomio sobre cualquier intervalo, o bien una suma de potencias (distintas de —1)
sobre un intervalo en donde sea continua usando la férmula:

b . ‘ xk+1 A b
dx = | r——
/H(rx + sx%) dx rk+1+S€+1

a
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Por ejemplo:

3
9 1 2

/(xz—xf)dxz %—%
4 2

43 2 3
] — [———(4)2] = 225—16 = 209.

Ejercicios 1.7.1 TFC 1. Soluciones en la pigina 8

Calcule las integrales siguientes utilizando la linealidad y la integral de funciones potencias:

5 2 .3
x>+ 27
1. 3 5x3) dx . 6. d
/()(ﬁ+ x7) dx /_1 el
8 .2 4
X —3x x—2
2./ dx . 7. —  dx.
1oV 3 VJX—V2
3 1 3 x—9
3. x3 —x3) dx. 8. — dx.
~/—3( ) 1 A/X+3
10,2 _ 1 2 D)
4./ al dx . 9./ VA (x 3% + )dx.
2 x—1 3 x—=2
7x? -8 Lx2—-3x+2
5. dx . 10. — dx.
/3 x—2 s Jx(r—2)

Calcule el 4rea comprendida entre el eje x y la grafica de la funcién entre los limites indicados:

11. f(x) =x%,entrex =1&x=8.

12. g(x) = x° =3x3, entrex = -2 &x =2.

13. h(x) = 4x2 +2x% entrex = -1 &x =1.

14. ®(x) = ax” con n un ndmero natural impar, entre x = —a & x = a.

Compruebe las férmulas de derivacién propuestas y complete la férmula de integracién; indique las condi-
ciones necesarias sobre el intervalo [a, b], para su validez.

d /x2+1 2_2x—1 bx2_2x—1
15. _(x + )zx a ;calcule/ de.

dx \ x—1 (x —1)2 a (x—1)

d [/x3—x? x* 4+ 3x%2 —2x b x* 4+ 3x2 —2x
16. — = ; calcul ——— dx.
6 dx(x2+1> 211y Cacue/a 212z &

d 2 3 b 2 3
17. — 3/ (x2 +3x +2)2 = Xt ; calcule / Xt dx.
dx 33/(x2 +3x+2)2 a 33/(x% +3x +2)?

d 3x +2 b 3x+2
18. —x+/x +1 = ———; calcule —— dx.
dx 240x +1 /a 240x +1
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Ejercicios 1.7.1 TFC I. Preguntas, pigina 7

Evalte las integrales solicitadas utilizando la linealidad y la integral de funciones potencias:

1. 803.611. 6. 2L

2. 28.7529.
5 i1 7. 3.28345.
— —3)3 3

>3 [( 33 +3 ] ' 8. —3.2026.

4. 56. 9. —3.0388.
484

5. 5 10. —4.3713.

Calcule el area comprendida entre el eje x y la gréfica de la funcién entre los limites indicados:

11. —18.6.
12. 0.
13. 3.4667 .
14. 0.

Compruebe las férmulas de derivaciéon propuestas y complete la férmula de integracion, dando las condiciones nece-
sarias sobre el intervalo [a, b], para su validez.

bx?—2x—1 241
15 [P =TT
a

= donde 1 ,b].
oD X =1 onde 1 ¢ [a, b]
b x* +3x2 —2x x3 —x2
6. [ Gy = aer xelen.

b 2x 43
7. Al dx = Y2 +3x+2)2 donde —2& — 1 ¢ [a,b].
a

3Y/(x2 +3x +2)2

b 3 2
18./a 2\;%dx=x\/x+ldonde[a,b]C(—l,oo).



