CAPITULO

1

La integral

1.8 La antiderivada y la integral indefinida

El teorema Fundamental del Célculo constituye una herramienta muy poderosa para el calculo de las inte-
grales, pues nos permitird considerar casos cada vez mas complejos, que iremos abordando maés adelante.

Recordemos el TEC I: ,

b
/ F'(x) dx = F(x)| = F(b) — F(a),

a

siempre que F'(x) sea continua en [a, b].

De esta manera, cualquier férmula de derivaciéon se puede convertir en una férmula de integracion.

Por ejemplo, si F(x) = ~/x2 + 1, entonces F'(x) = «/%-1—1 = f(x)yast:
X

b b
X
— — dx=Vx241] =Vb2+1-Va?+1,
/a Vx2 41 4
X
aclarando que la funcién f(x) = ———— es continua en R.
1 T = ra

Cuando F(x) es una primitiva o antiderivada de f(x), se menciona que es una antiderivada porque en
realidad hay una infinidad de funciones que son antiderivadas de la funcién f(x), por ejemplo:

G(x) =vVx2+1+2& H(x) = vV/x2 + 1 — 5son también antiderivadas de f(x) = «/%—4—1
X

Ya hemos visto que dos antiderivadas de una misma funcién difieren en una constante. Esta situacién nos
lleva a la siguiente definicién:

canek.azc.uam.mx: 30/ 1/ 2017



2 Calculo integral

Definicién. El conjunto infinito de primitivas { F(x) + C } de la funcién f(x), se denomina integral in-
definida de f(x) y se denota por:

/f(x) dx = F(x) + C.

Esta integral indefinida no es una funcién, sino una familia infinita de funciones, de modo que dos de ellas
difieren entre si solo por una constante. Dicho de otra forma, la notacién introducida equivale a:

/f(x) dx=F(x)+C <<= F'(x)= f(x).

Con esta notaciéon podemos transformar cualquier férmula de derivacién en una férmula de integral in-
definida. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.8.1 Transformar las siguientes formulas de derivadas en formulas de integrales indefinidas:

1. ix’ =rx""L(r #0).
dx

d —2x
2. —(x24+ D) l= —— .
dx(x + (x2 4+ 1)2

3. j—x [(x + D2 +2)] = (x2+2) + 2x(x + 1).

1. /rx’_1 dx =x"+C.

—2x 1
22 a- e
(x24+1)2 x2+1

3. /[(x2 £2)+2x(x+ D] dx = (x + D(x2 +2) + C.

O
Ejemplo 1.8.2 Convertir las siguientes integrales indefinidas en férmulas de derivacion:
1. /(3x2+2x—1)dx=x3+x2—x+C.
2 /de—«/x3+5+c
S 2Ux3F5 '
2 3
3. /«/x2—3x+2(2x—3)dx=§(x —3x+2)2+C.
v
d 3, 2 2
1. d—(x +x2—x+4+C)=3x2+2x—1.
x
d 1 1 3x2
2. — (VX3 +54C)==(x*+5723x2 = ——.
dx(x++)2(x+) X W
d 2, , 3 23, 1
3. — |=(x*=3x+2)2+C| ===(x*-3x+2)2(2x —3) = +/x2=3x +2(2x —3).
dx |3 32
O



1.8 La antiderivada y la integral indefinida 3

1.8.1 Relacidn entre la integral definida y la indefinida

Es preciso determinar la relacién que hay entre la integral definida e indefinida, para evitar posibles confu-

siones. ,

Para empezar, recordamos al lector que una integral definida / f(x) dx tiene limites o extremos de inte-
a

gracion y da como resultado un ntimero o una expresién que no contiene a la variable x de integracion.
Frecuentemente a esta variable se le llama variable muda ya que se puede sustituir con otra literal sin
cambiar el resultado. Asi por ejemplo:

5
/ 2x dx = x?
1

Esto es, sea cual sea la literal utilizada en el integrando, el resultado es el mismo niimero real.
b b b
/ f(x) dx = / f() dt = / f(u) du.
a a a

Como ya se menciond, la integral indefinida / f(x) dx representa a la familia infinita de funciones que son
antiderivadas de f(x).

i /f(x) dx = F(x) + C =

b

5 5 5
=5%—12=24 ytambién /Zt dt:/ 2w dw = 24.
1 1

1

b
= / f(x)dx =[F(x) + C]

a

b

=[F(b) + €]~ [F(a) +£] = F(b) — F(a) = F(x)

b
* Resumiendo: para calcular la integral definida / f(x) dx, podemos primero calcular la integral in-

b
definida / f(x) dx y luego considerar los extremos a, b para determinar / f(x) dx. Esto es:

/a ’ f(x) dx = ( / f(x) dx)

/ijdx:(/Zxdx) ° — (5> +2)— (1> +2) = 24.

=(x*+0)

1
En la practica no es necesario usar la constante C, llamada constante de integracion, para calcular la integral
definida.

b

a

Por ejemplo:
5
1

Ejemplo 1.8.3 Utilizar los ejemplos 1.8.1 y 1.8.2 para evaluar las siguientes integrales definidas:

0 ) 3 2
= dx. /ﬁ w2
1 (x241) -1 2/x3¥5
5 5 1 5
. . . - - .
2 /2 [(x*4+2)+2x(x + 1)] dx 4 /o Vx%2—=3x +2(2x —3) dx
v
1. Por el ejemplo 1.8.1(2.) tenemos:
- SR B I 11 1 _2-101 99
D @ YT, T+ 1241101 20 202 202



4 Calculo integral

2. Por el ejemplo 1.8.1(3.) vemos:

5
= (6)(27) — (3)(6) = 144.

5
/ (X2 +2)+2x(x + D] dx = (x + D(x? 4+ 2)
2 2

3. Del ejemplo 1.8.2(2.) obtenemos:
Va3 va
— _dx = \/x3+5’ =\(¥BP+5- /(13 +5=V9-Va=1.
11 2Vx3 +5 -1 V4 =D
2
2V/x3 45

4. Por ultimo del ejemplo 1.8.2 (3.) concluimos que

Observe que el integrando es una funcién continua en [—1, 7/4].

1

! 2 3
/ \/x2—3x+2(2x—3)dx=g(x2—3x+2)2 =
0 0
2 3 2 3
=5(12—3-1+2)z—3(02—3-0+2)z =
3 3
_23 23 2
3 3 3

Observe que f(x) = +/x2 —3x + 2(2x — 3) es una funcién continua en [0, 1].

1.8.2 Propiedades basicas de la integral indefinida

La integral indefinida / f(x) dx comparte con su derivada f(x) algunas propiedades importantes, que
enumeramos a continuacion:

1. Aditividad. Si las integrales / f(x) dx & / g(x) dx se conocen, entonces:

/ (f(x)  g(x)) dx = / Fx) dx / ¢(x) dv. (L1)

Esta propiedad desde luego se puede extender a cualquier suma finita de funciones.

2. Homogeneidad. Si k es cualquier constante, entonces:

/kf(x) dx = k/f(x) dx. (1.2)
3. Integral indefinida de funciones potencia. Para cualquier exponente r # —1:
x't+1
"dx = C. 1.3
/x X 1 + (1.3)

Ejemplo 1.8.4 Calcular las siguientes integrales indefinidas:
1
4_7.2
1. /(Sx 3x* + 2ﬁ> dx.

3x° —7x3
2. /T dx.
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1 1
3. /(2x+3x2)x3 dx.

¥V Las tres primeras integrales se calculan aplicando las propiedades 1., 2., 3. de la integral indefinida y
algunas operaciones algebraicas. Es importante recalcar que, en la medida de lo posible, ante problemas
como estos resulta conveniente simplificar (algebraicamente) las funciones antes de integrar.

' ' ’ : / ' / ’ : / K
— — | dx = dx — d = 2 dx =
/(5x 3x 2ﬁ> x=5]x"dx—-3 [ x*dx 7 x X

x> x3 1x%
:5?‘3?2;”:

=x’—x3 4+ Jx+C.

20 [3x%—7x3 x> x3

4 2
=3/x3dx—7/xdx=3x——7x—+C.
4 2
3. 1 1 1 1 1
/(2x+3x2)x3 dx=/(2x-x3 +3x2-x3)dx =

4 1.1 4 5
:/(2x3 + 3x2 3)dx=2/x3 dx+3/x6 dx =

7 11

X3 X6 6 7 18 11
:2ﬁ+3T+C:?x3+Hx6 + C.
6 6

O
En sintesis, hemos visto en esta seccién que la integral indefinida / f(x) dx es una notacién adecuada para

representar a la familia de todas las antiderivadas de f(x), que difieren entre si por una constante aditiva,
y que toda férmula de derivacion se puede convertir en una férmula de integral indefinida, junto con sus
propiedades elementales.

Ejercicios 1.8.1 La integral indefinida 1. Soluciones en la pigina 11

Calcular las siguientes integrales indefinidas:

1. /(3x2—4x+5)dx. 7. /(2x3+5)2dx.

2. /(3x_2—4x_4+5) dx. 8. /dx.

3. /(3x2—4x+5)(2x3)dx. 9. /(1-%)3@.

4, / (3x% —4x +5)(6+/x) dx . 10. / 2x3 +5)2(2x?) dx .
5. /(3{—4@+5)(43/ﬁ)dx. 11. /(3x2—2)6xdx.

6. /3‘/—;;‘/:{_:_34“5@. 12. /(1—%>3x_2dx.

Calcular las siguientes integrales definidas:



Calculo integral

1 1
1. / (3x2 —4x +5)2x3)dx . 4. / (BV/x — 4Vx3 + 5)(4v/x2) dx .
—1 0
1 8
z./(3x2—4x+5)(6ﬁ)dx. 5_/ 3Wx—4vx3+5
0 1 4~/x2
4 7.2
—4
3_/ 3T oax A4S
1 6/x

1.8.3 Integrales de funciones trascendentes

Las derivadas de funciones trascendentes nos permiten calcular otro tipo de integrales.

1. Logaritmo natural: sabemos que In | x | es una funcién definida para x # 0, continua y con derivada

—1H|X|=;,

dx

por lo que

1
/—dx=1n|x|+C.
X
Ejemplo 1.8.5 Calcule las siguientes integrales:
10 1 -2 1
a. / — dx. c. / — dx.
2 X 3 X
T 1
1 1
b. — dx. d. / — dx.
X -
v
10 |
a. / —dx =Inx
2 X 2

T T
b./ —dx =Inx
1 X

10

=Inl0—In2=1In (?) =1InS5.

=In7T —-laT=InT.

—dx = (—1nx

(@)
—
w |

N
= |-

o,

=

I

|
o

@
= | —

3
) =—(In3—-In2)=In2—-1n3.
2

Otra forma de calcular esta integral es

_21 -2
/ —dx =In|x| =In|-2|—-In|-3|=1n2—-1In3.
-3 X _3
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1
1 1
d. / — dx = No existe, pues — no es continua en [—1, 1].
-1 X X
O

2. Exponencial natural: la funcién e* es la tinica que goza de la propiedad de ser su propia derivada,

d
dxe

/exzex+C.

Ademads e* es continua y diferenciable para todo x, por lo que esta férmula de integracion se aplica
sin restricciones. Por la regla de la Cadena para cualquier constante a se tiene

¥ =¥,

Por consiguiente su integral indefinida es

d d e?*

ax ax ax
—e¥ =g, o0 — e9x:
dx T dx a ’

por lo que

Ejemplo 1.8.6 Calcule las integrales

5 4
a. / e” dx. c. / e 3% dx.
1 )

10
b. / 3e?* dx.
0

A\
5 5
a. / ex d.x = ex = eS _el'
1 1
10 2x |10 20,0
e e 4 3
b. 3¢ dy =3 —— | =3[ — ) = 220 _1).
/0 © 2 o (2 2) 2(e )
4 o126 1

8 T f 612y
Pl il L

4 e—3x
C. / e 3 dx =
2 =3

3. Logaritmos y exponenciales de otras bases: sia > 0 & a # 1, tenemos las férmulas de derivacién

d 1 d
—q — . —(a*) = a* lna:
dx (logg x) xIna’ dx(a ) =@ Ina;

de las cuales resultan las integrales indefinidas:

1
/ dx =log, x + C; /axlnadxzax+C.
xIna

Ejemplo 1.8.7 Calcule las integrales



Calculo integral

7 1 4
a. / dx. b. / 2%In2 dx.
2 -1

xIn3

\
7 1 7
a. / dx =logsx | =logy7 —log;2.
2 xIn3 5

4
1 31
=2t-271=16--==".
4 22

4

b. / 2¥In2 dx = 2*
-1

O

4. Funciones trigonométricas: estas funciones son continuas y diferenciables en sus respectivos domi-

nios, con derivadas:

—senx = cosXx — COSX = —senx
dx X
— tanx = secZ x — cotx = —csc?x
dx dx
—secx =secxtanx | — cscx = —cscx cot x
dx dx

Convirtiendo esas derivadas en integrales indefinidas, obtenemos:

/cosxdx:senx+C /senx dx = —cosx +C

/seczxdxztanx+C /csczx dx = —cotx +C

/secxtanx dx =secx + C /cscxcotxdx:—cscx+C

Al calcular integrales definidas de funciones trigonométricas se debe tener buen cuidado de hacerlo
sobre intervalos en donde la funcién del integrando sea continua.

Ejemplo 1.8.8 Evaluar las integrales

T
a./ cosx dx.
_7[

e |
e [

v

AR )

3sec? x dx.

cscxcotx dx.enx = 0.

NERESIE]

(1

g
a./ cosx dx =senx = sen s — sen (—%) =0-(-) =1
T
2

(SIE
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n
4

EB

b. 3sec“x dx = 3tanx
0

c./

5. Funciones trigonométricas inversas: su dominio, rango (imagen) y derivada son

= 3tan (;) ~ 3tan(0) = 3.

csc x cot x dx no existe, pues csc x cot x tiene una discontinuidad de tipo oo en x = 0.

NERRSIE]

Funcién Dominio Rango Derivada
1. 1] [—71 71} _ 1
arcsen x , R P arcsen x = N
1.1) 0. 7] L
arccos -1 4 — arccos X = ————=
I X P I X —
arctan x [—00, 0] [7, E} P arctan x = T
-1
arccot x [—00, 0] [0, ] — arccot x = T
X
Ju 0.2Vu(Z d !
arcsec x (_OO’ - ] [ ’ OO) |: ’ E) (E’ 7T:| a arcsec x = WT—_l
( 1 U1, 00) [_” o) U (o ”] d !
arccsc —00, — , —_— , = —arccsc X = —————
I X 00 00 7 > P I X Mm

Las funciones que mds se emplean son las que tienen derivada positiva, por lo que solo incluimos las
integrales indefinidas de ellas:

= arcsenx + C;

=

dx
7] = arctanx + C;
X

/ d +C
——— = arcsecx .
|x|vx2 -1

Observacion: la primera integral solo puede hacerse sobre intervalos contenidos en (1, 1) y la altima
sobre intervalos dentro de (—oo, —1) o bien (1, 00).

Ejercicios 1.8.2 La integral indefinida 2. Soluciones en la pigina 11

Calcular las siguientes integrales indefinidas:
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32 —dx +5
/ﬁdx.

2x3

N

[68]

de .

/200t9—503c9—4sen9
4.
sen 6

Calcular las siguientes integrales definidas:
1. /4 (3sen § — 4 cos @ + 5sec?0)df .
0

2. /7,3 (3tanf —4secH + 5)cos 0 d6 .
6

3 /% 2cot —5cscH —4senf

T sen 0
6

4 /% 5tanf —6secd — 3 cosf
“Jo cos 0

10

. /(3sen9 —4cosf + 5sec?f)db .

. /(3tan9—4sec€+5)cos€d9.

de .

de .

5 /5tan9—6sec€—3cos€

o1

cos 0

2

).

. / (106‘”
;e

/@ 3x2—2x+4
1

4

1+ u?

3

8

u

4

de .

du .

X

dx .

V23 _ 2321
7. 2N T ax
1

Jar.

*®

X

NG

x2—1

243
241

- du .
1 +u? vl—u2> !
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11

Ejercicios 1.8.1 La integral indefinida 1. Prequntas, pigina 5
Calcular las siguientes integrales indefinidas:

1. x3-2x2+5x+C. 7

4
2. =3x~ 14 5x—2 +5x +C.

8
5 8
3. E)C4—§)CS+)C6+C. 9.
48 5 36 1
3/2
4. 20)C/ —?X2+7)C2 +C 10
5 72 13 96 19
C12x3 +—=x6 — —x6 .
5 x3 + 13x 19x +C 11
15 1 9 5 6 11
6. —x3 + —x6 ——x 6 +C. 12.
T R TR
Evaluar las siguientes integrales definidas:
16 214
1. ——. 3. —.
5 45
’ 544 3084
© 357 Co247
Ejercicios 1.8.2 La integral indefinida 2. Prequntas, pigina 9
Calcular las siguientes integrales indefinidas:
3 2 5
Z1 - = +cC. 5.
7 Y + x  4x2 +
. —3cosf —4dsenf + 5tanf + C. 6

. —46 —3cosf + 5senf + C.

W e

Calcular las siguientes integrales definidas:

1. 3.0503.
2. 0.8338.
3. —6.1773.
4. —6.2851.

. —460 +5cotf —2cscl + C. 7.

® N o o

4
. 25x+5x4+§x7+C.

54 27

C=8x 4+ 12x3 - =xP 4+ X7 4 C.
x + 12x 5x+7x+

Ll 3 e
55 3 T x ' * '
20

50 8
?)C?, + ?X + §)C9 + C.

9
. —6x2% + 5)64 +C.

1 1 3 1

—— =+ ———+C.
4x4 X3 2x2 x+

5. —16.1978.

—30 + 5sec —6tanf + C.

. 3arcsenu — 2arcsecu + C.

—4arctanu + 10e¥ —81Inu + C.

—5.2028.
10.147.
1.6631.
0.86577.

11



