CAPITULO

2

Métodos de Integracion

2.2 Integracion por cambio de variable

Una vez presentado el concepto de diferencial de una funcién, podemos introducir el método de integracion
llamado cambio de variable. Lo haremos primeramente para integrales indefinidas y posteriormente para
integrales definidas.

2.21 Cambio de variable en integrales indefinidas

La regla de la Cadena para derivar funciones compuestas establece que siu = f(x) & y = g(u) = g[f(x)],
entonces:

j—x(g[f @D = g'lf )] f ). 2.1)
La diferencial correspondiente es
d(glf (D) = g'[f ()] f'(x) dx. (2.2)
Tomando en cuenta que u = f(x) = du = f’(x) dx, entonces:
dlg(w)] = g'(u) du. (2.3)

Como ya hemos sefialado, toda férmula de derivacién se convierte en una férmula de integracién, y la que
corresponde a (2.1) o su equivalente (2.2) es

/ ¢ 1) dx = glf ()] + C. (2.4)

También podemos decir de manera més simple que

/ g'(u) du = g(u) + C. (2.5)
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2 Calculo integral

Podriamos combinar (2.4) y (2.5) de manera que se pueda apreciar lo que se hace en este método:

/ ¢ L OLf () dx = / ¢'(w) du = g(u) + C = g[f(x)] + C. 2.6)
u = f(x);
du = f/(x) dx.

Las igualdades (2.6) describen esquematicamente este método de sustitucién o cambio de variable; en la
integral original se debe encontrar una funcién u = f(x) y su diferencial du = f'(x) dx, de manera que,
al sustituir f(x) poru, f’(x) dx por du, el integrando se abrevia y simplifica; cuando se calcula la integral
indefinida, obtenemos como resultado una funcién de u, se termina escribiendo f(x) en lugar de u para
regresar a las variables originales. Veamos a continuacién algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.1 Calcular la integral /(x2 + 1)102x dx.

Y Observando el integrando, se puede ver que si escribimos u = x2 + 1, entonces du = 2x dx, que es el
factor que multiplica a (x? + 1)!°, asf que la integral con este cambio de variable queda:

/(x2 + )% dx = /ulo du.

u=x2+1;
du = 2x dx.

Esta nueva integral en la variable u es muy facil de calcular:

11
10 u
du = — + C.
/ u 11+

Ahora, para terminar el proceso escribimos x? + 1 en lugar de u en el Gltimo resultado para concluir que

11 2 111
/(x2+1)1°2xdx=/ lodu—u1—1+C %+C.

3x2+5
Ejemplo 2.2.2 Calcular la integral / (3_')_65—-'_7)4 dx.
X3+ 5x —

Y En este caso, la derivada de la expresion entre paréntesis es el numerador del integrando, por lo que
podemos hacer el siguiente cambio de variable: u = x> + 5x — 7 & du = (3x? + 5) dx. Asi la integral se

simplifica:
3x+5 du —4
/(x3+5x—7)4 * /u4 /” .

u=x3 +5x—17;
du = (3x2 + 5) dx.

Esta tltima integral se calcula facilmente y una vez hecho esto regresamos a la variable original poniendo
x3 4 5x — 7 en lugar de u:

-3 3 -3
4 u (x> +5x—=17) -1
="y XD o= ¢
/” =gt 3 R T



2.2 Integracién por cambio de variable 3

de modo que

/ 34S —1 L c
x34+5x=7)% 7 3(x345x—7)3 '
O

Para utilizar con éxito el método que estamos viendo, se debe identificar una parte del integrando como
la funcién que llamaremos u, y ademads un factor del integrando deberé ser su diferencial, du. En algunos
casos a esta diferencial puede faltarle un factor constante, el cual podemos operar gracias a la linealidad de
la integral.

2x3 + 3x

Ejemplo 2.2.3 Calcular la integral / Taso dx.
Vx*+3x% -

¥V En vista de los ejemplos anteriores, parece buena idea tomar como u a la expresién dentro del radical:
u = x* + 3x2 — 2. Pero entonces su diferencial es du = (4x> + 6x) dx y no lo que tenemos en el numerador
del integrando; sin embargo podemos notar que si factorizamos resulta du = 2(2x* + 3x) dx, de donde

u
2x3 + 3x) dx = —, asi que podemos sustituir y obtener:
) que p y

1
(2x3 + 3x) dx / %" / _1 1 [u2
- - = = = — Zd = — = .
NeoEm s Rl ATkl R TO=VutC
——— ——

u=x4+3x2—2;

d
7” = (2x3 4 3x) dx|

Ahora, al retomar la variable original, resulta:

2x3 4+ 3x) d
Q43 dx a3 a4 C
Vxt+3x2-2

Ejemplo 2.2.4 Calcular la integral /[x3 +3x2 — 6x]*(x? 4+ 2x — 2) dx.

Y Con el cambio de variable u = x3 + 3x2 —6x = du = (3x% + 6x — 6) dx = 3(x? + 2x —2) dx.

du
En el integrando no aparece 3(x2+2x—2) dx sino (x2+2x—2) dx; pero si escribimos e (x2 4+ 2x —2) dx
se resuelve la integral como sigue:

du 1 1u®
/(x3+3x2—6x)4(x2+2x—2)dx:/u“?u:g/u4du:§u?+C=

—_—

u =x3+3x2—6x;
du

?z(x2+2x—2) dx.

1
= 1—5(x3 +3x2 —6x)° + C.

Ejemplo 2.2.5 Calcular la integral /[3(x +2)2 —7(x +2) + 5] dx.



4 Calculo integral

Y Aunque seria facil evaluar la integral, después de realizar unas cuantas operaciones algebraicas, es atin
mas facil hacer la sustitucion u = x + 2 & du = dx, con lo cual obtenemos:

;
/[3(x+2)2—7(x+2)+5]dx=/(3u2—7u+5)du:u3—§u2+5u+C=

—_—
u=x-4+2;
du = dx.

:(x+2)3—;(x+2)2+5(x+2)+C.

Ejemplo 2.2.6 Calcular la integral /vzz —3t +2(6t —9) dt.

¥V Con el cambio de variable u = 1 -3t +2 = du = (2t —3) df no se coincide con el factor del integrando
(6t — 9) dt; sin embargo podemos factorizar este tltimo y obtener (61 — 9) df = 3(2¢ — 3) dt = 3 du, con lo
que la integral se resuelve como sigue:

/\/t2—3t+2(6t—9) dt=/\/t2—3t+2(3)(2t—3) dt:/ﬁ-3du=

w=1>—3t+2;
du = (2t — 3) dz.

3

1 uz 2 3 5 3

=3/u2 du=3T+C=3 3 u2 +C =2(-—-3t+2)2 +C.
2

O

En los ejemplos anteriores cabe mencionar que se factoriza la diferencial du para después, por linealidad
de la integral, poner el factor constante que la multiplica fuera de la integral. De ninguna manera se puede
poner fuera de la integral un factor que involucre la variable de integracién. Por ejemplo serfa completa-
mente equivocado hacer lo siguiente:

/(x2 +2x)3(2x% 4 2x) dx = /u3x du = x/u3 du.

u =x2+2x;
du = (2x + 2) dx.

La primera igualdad es correcta (aunque no muy ftil), pero la segunda es un error.

2x
Ejemplo 2.2.7 Calcular la integral /267_'_1 dx.
e X

Y Tomando en cuenta que la derivada de una funcién exponencial resulta en términos de ella misma,
inferimos que un cambio de variable adecuado podria ser u = 2 + 1.

du
Para u = e?* + 1 se tiene que o= e?*(2) = du = 2¢?* dx, de donde ¢** dx = 1 du. Por lo anterior,
X

2x 2x q Law 1 rd 1
/ ¢ dxz/e x:/z == —u=—1n|u|+C=
e2x + 1 e2x +1 u 2 u 2

1 L
= §1n|ezx+1|+C =InE* +1)2+C =lnve2 +1+C.




2.2 Integracién por cambio de variable

cosdx

Ejemplo 2.2.8 Calcular la integral / «/47+
sen4x

¥ Recordando que la derivada de la funcién seno es la funcién coseno, podemos considerar como un
cambio de variable adecuado y = sen 4x + 3.

d 1
Para y = sen4x + 3, d—y = (cos4x)(4) = dy = 4cosdx dx, de donde 1 dy = cos4x dx. Por lo tanto,
X

cos4x cos4x dx / dy 1/ 2d
/7 T = 1 y y=
sen4x + 3 (sendx + 3)2 y2 4
1

<
o=

1 1
C = Z(Z)ﬁ"‘c = EVS€H4X+3+C.

FNI

Ejemplo 2.2.9 Calcular la integral / (3cos2x + 4sen2x) dx.

do
V¥ Aplicando el cambio de variable § = 2x = = 2 = df = 2dx; dedonde dx = %d@. Por esto,
X

1 1
/(3c052x + 4sen2x) dx = /(3cos€ + 4sen9)§ do = E/(3cos€ + 4senf) db =

- % [3/C059d9+4/sen9 de] - %[3(Sen9)+4(—C059)]+C =

3
= Esean—2c052x+ C.

-2
Ejemplo 2.2.10 Calcular la integral /L dx.

¥V Primero separamos en dos integrales:

Inx—2 In3 2 d
/de: el x—/—dx:/(lnx)3——2 il
X X X X

. . . 1 dx
Luego consideramos un cambio de variable w = Inx = dw = —dx = —. Entonces:
x

X

1 d 4
/nx dx—/(lnx)3——2/ al /w dw — Z/dw—wT—2w+C—
X

1
= Z(hax)“ —2(nx)+C = Zm x—Inx?+C.

tan2x 3
Ejemplo 2.2.11 Calcular la integml/! dx.

cos2 2x

2
. . 1 1
¥ Primero consideraremos que ——— = = sec? 2x.
cos* 2x cos2x

Luego aplicamos el cambio de variable u = tan2x.



6 Calculo integral

1
Con u = tan2x,du = 2sec?2xdx & 3 du = sec? 2x dx. Por lo que,

o2 2y T ¢ c0322x x=[]e sec“2xdx = [ (e 2 M) =

3
= /(e +3)du——[e +3u]l+C = 3 tanzx+§tau[12x+C.

O
. . x arctan x?2
Ejemplo 2.2.12 Calcular la integral | ———
1+ x4
Y Siconsideramos el cambio de variable y = arctan x?:
dy 1 2x dx xdx 1
dx 1+(x2)2(x) YT T T+xt 27
Luego entonces,
x arctan x2 o Xdx 1 1
/de:/(arctanx )H_—ﬁ:/y(idy> zi/ydy:
= l l 2)+C = l (arctanx2)2+C
—2 2 4
O
Ejemplo 2.2.13 Calcular la int l/exarcsenex d
emplo 2.2. alcular la integra ——— dx.
e R AV
Y Considerando el cambio de variable t = arcsen e*:
dr d ( x) = e~ =g e* dx
— = arcsen e —_— = —.
dx  dx m T Ve V1 —e2x
Luego,
*d 1 1
e;% x—/(arcsene \/% tdt = §t2+C = E(arcsenex)2+C.
O
arctanx 2 1
Ejemplo 2.2.14 Calcular la integral / ¢ i dx.
1+ x2
\
earctanx +2X +1 earctanx ZX dx
dx= | ——d —d —_— =
/ 14+ x2 o /1+x2 x+/1+x2 x+/1+x2
dx 2x dx
— arctan x d —
/e (1+x2>+/1+x2 x+/1+x2
= edrctanx 4 |y (1 + xz) + arctan x + C.
O

A continuacioén, aplicaremos cambios de variables para calcular las integrales de las funciones: tangente,
cotangente, secante y cosecante. También vamos a calcular integrales cuyos resultados son las funciones
arcoseno, arcotangente y arcosecante.

6



2.2 Integracién por cambio de variable

e Demostrar que /tan 0 df = —In(cos0) + C = In(sec9) + C.

0
¥ Considerando que / tanfdo = / ser; 7 df, siusamos x = cos) = dx = —sen 6 df, entonces:
CO
— d d
/tan@d@:/senedez—/ﬂz— Y x4+ C=—In(cosd) + C =
cos 0 cos 0 X

1
= (=1)In(cos 0) + C =1In(cos ) + C =1n (@> + C = In(sec 0) + C.

Por lo tanto:
/tan@ df = —In(cos ) + C = In(sec 8) + C.

e Demostrar que /cot 6df =1In(sen ) + C = —Incsc 6 + C.
) cos 6 )
¥ Considerando que / cot 0dO = / pp— df, si usamos ahora x =sen = dx = cos6dé,
11
d
/cot@d@ - / €050 19 =/—x —Inx + C = In(sen §) + C =
sen 0 b
1
=1In (—) + C =1In(1) —In(cscf) = —Incsc O + C.
csc O
Por lo tanto:
/cot@d@ =In(senf) + C = —Incscd + C.
e Demostrar que /sec 0 df = In(sec 6 + tan6) + C.
¥V Primero multiplicamos y dividimos al integrando por (sec 6 + tan 0).
2
/sec@d@: (sec 0)(sec 6 + tan 6) :/sec 9+sec€tan9d9.
(sec 0 + tan ) secf + tan 6
Luego aplicamos el cambio de variable u = sec 6 + tan6.
d
u =sect + tanf = £ =secOtanf +sec?0 & du = (sec? 6 + sec @ tan §) dé.
Entonces:
2
d
/secede =/Sec b+ sechtand \, /—” — In() + C = In(sec 0 + tan §) + C.
sec + tan 6 u
Por lo tanto,
/sec@d@ = In(sec 6 + tan0) + C.

e Demostrar / csc0df = In(csc 6 —cot 0) + C.

¥V Primero multiplicamos y dividimos al integrando por (csc § — cot 0).

(csc B)(csc 6 — cot 0) / csc? 6 — csc O cot 0
/ esc 6 dd / (csc O — cot 6) 0 csc —cot O




Calculo integral

Luego aplicamos el cambio de variable y = csc 6 — cot 6:

y =csch —coth =

d
:>é:—csc@-cot@—(—cchQ):—csc@-cot9+c5029 & dy = (csc? O —csc @ - cot 6) d6.

Y ahora:

260 —csch - cot 6 d
/csc@d@:/csc ez o d@:/—yzlny+C=1n(csc9—cot9)+C.
y

csc B —cot O

Por lo tanto,
/csc@d@ = In(csc O — cot 6) + C.

O
Demost / du (")+C 0
emostrar | ——— = arcsen ( — ;cona > 0.
Va2 —u? a
Y Considerand /dx +C,opt 1d llo siguient
onsiderando que — = arcsen x , Op amos pOI' e esarrollo SIgulen e.
V1 —x2
Ya que,
2 2 2 >
«/az—uzz,/aZ(l—”—2>=«/a2,/1—”—2=|a|,/1_”_2=a,/1—(3).
a a a a
Entonces,

du du 1 du
/m:/amzz/ﬁ‘

Ahora aplicamos un cambio de variable, donde despejamos a la variable original u en términos de la

nueva variable x: "
—=x =>u=ax & du=adx.

Luego,

adx

R g B e vt
S

= arcsen x + C = arcsen — + C.
a

Por lo tanto,

/ du u i
——— = arcsen — .
/aZ _ M2 a
O
du 1 u
Demostrar | ———— = — arctan (—) + C.
a’?+u? a a

¥ Considerando / = arctan x + C, decidimos presentar el siguiente desarrollo:

1+ x2

/ du _/ du _ 1/ du
a? +u? a2 (1_,_2_2) a> ) 4 (%)




2.2 Integracién por cambio de variable 9

Aplicamos ahora un cambio de variable, donde (de nuevo) despejamos a la variable original u en
funcién de la nueva variable x

u
—=x=>u=ax & du=uadx.
a

/du_l du _l/adx_a/dx_
a?+u?  a? 1+(£)2_a2 1+x2 a2 ) 1+x2
a

1 1
= —arctanx + C = —arctan( )+C
a a

/ du 1 u
——— = —arctan (—) + C.
a’?+u? a a

Luego,

Por lo tanto,

1 u
e Demostrar / — arcsec (—) + C;cona > 0.
a a

u«/uz—a2

¥ Considerando / = arcsec x + C, optamos por el siguiente procedimiento:

x«/xz—a

2 2 2 2
vu?—a? = az(u—2—1>=«/a2 u—2—1=|a| ”_2_1:a”(ﬂ) -1
\ a \ a \ a a

du du 1 du
/umz/uamzz/ﬁ‘

Aplicamos de nuevo el mismo cambio de variable y el mismo procedimiento que en las dos tltimas
demostraciones.

entonces,

z:xiu:ax & du =adx.

a
Luego,
/ du _ / du _ 1/ adx _ 1/ dx _
uvu?—a2 al /(1)2—1 a) axv/x2—-1 alJJ x+/x2-1
a
1
:—arcsecx+C——arcsec( )+C
a a

Por lo tanto,
1 U c
ui m = E arcsec (Z) + C.
O

Observacion. En las tres tltimas demostraciones, no procedimos como en los ejemplos anteriores. Al
realizar el cambio de variable x = — no procedimos al calculo de la derivada j_x sino que nuestro procedi-
miento fue diferente: despejamos cia variable original u en términos de la nuueva variable x, para luego
calcular la derivada j—z y la diferencial du. Finalmente, después de las sustituciones pertinentes, calculamos

la integral. Este procedimiento nos permite calcular integrales que de la otra manera no seria posible.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.15 Calcular la integral /x«/3 x —ldx.



10 Calculo integral

Y Aplicamos el cambio de variable ¥/x — 1 = y, de donde despejamos la variable original x en funcién
de la nueva variable y. Esto es,

«/3x—1=y =>x-1=)"= x=y+1
) dx 5 . . 2 o
Ahora calculamos la derivada o= 3y~ & la diferencial dx = 3y“dy. Luego sustituimos y calculamos,
y
/x«/3 x—ldx = /(y3 + Dy (3y*dy) = 3/(y3 +1)y>dy =
7 4
3/(y6+y3)dy=3[y7+y7] +C =
4

=y’ + y+C—;( )7 %(«%c—l) +C =
4
3 4+

Ejemplo 2.2.16 Calcular la integral /xZ«/x —3dx.

Y Considerando el cambio de variable +/x —3 = w, despejamos la variable original x en funcién de la
nueva variable w. Esto es,
Vx-3=w = x-3=w? = x=w?+3.
d
Ahora calculamos la derivada d_x = 2w & ladiferencial dx = 2w dw. Luego sustituimos y calculamos,
w

/xZVx—3dx=/(w2+3)2w(2wdw)=2/(w4+6w2+9) w?dw =

6 4 2 w’ 6 5,9 3
=2 [ (w+ow*+w?)dw=2|—+-w’+-w?| +C =

7 5 3
2 712 5 3
=2 (Va=3) + = (Va=3) +6(Va—3) +C =
7 5
2 7 12 5 3
= $(x —-3)2 + ?(x —3)2 +6(x—3)2 +C.
O
1 2\ #
Ejemplo 2.2.17 Calcular la integml/x3 (2+x3> dx.
i
2
¥ Aplicamos el cambio de variable (2 + x§> = u, de donde despejamos la variable original x en

funcion de la nueva variable u. Esto es,

le

2\ % 2 2 3
(2+x3> =u:>2+x3=u4:>x3=u4—2:>x2=(u4—2) :>x—(u -2)2.

d
Ahora calculamos la derivada £ & la diferencial dx.

_

dx 3
=20

D=

1
( ) 6(u4—2)5u3 :>dx=6(u4—2)5u3du.

10



2.2 Integracién por cambio de variable 11
Luego sustituimos y calculamos.
1 1
1 2\ 7 313 1
/x3 (2+x3> dx:/ (u4—2)2] )6 (u* —2)2 u’ du =
1 1
:/(u4—2)2 6u* (u* —2)2 du = 6/(u4—2) ut du =
1
=6 (u8—2u4)du=6[§u9——u5]+c—
179 175
2 2\ 4 12 2\ 4
=z [(2+x3 -—— |{2+x3 +C =
3 5
9 5
2 2\1 12 2\ 2
=§<2+x3> ——(2+x3> +C
O

Ejemplo 2.2.18 Calcular la integral /x3v 1 —x2dx.

Y Consideramos el cambio de variable 1 —x2 = ¢, de donde despejamos la variable original (x) en

términos de la nueva variable t. Esto es,

1
Vi-x2=t = 1-x*=© = ?=1-1> = x=(1-1*)2=V1-12
. dx ) .
Ahora calculamos la derivada m & la diferencial dx.
dx 1 1 —t —tdt
— =_(1-1?)2(-2t) = & dx = .
dt 2( ) (1_t2)% Vi-12
Al sustituir, obtenemos:
3
3 —rdt ( 1_f2)
s ede= | (VIz2 - 241 =
x°v1—x dx—/ 1—1¢ t = — t“dr =
/ ( ) V1 =12 V1 =12
2
=—/(«/1—t2) tzdt——/(l—tz ?dr =
TR
2 4
=— [ (" -tY)dt=—|7—-—-|+C=
/( ) [3 5]t
s 1, 1 51 3
= ——t +C=—(v1—x2) ——(v1—x2) +C
5 3 5 3

Ejercicios 2.2.1 Cambio de variable. Soluciones en la pdgina 19
Aplicando la técnica integracion por cambio de variable, calcular las siguientes integrales indefinidas:

d 2
1. /(x—1)9dx. 3./x_xl. 5./)62—_7_1dx.

dx 3x?
: =" + . —F—d
- / G 4. /(x2 1)®2x dx. 6 /3 )2 x

11
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Calculo integral

7. /(ex +2)°e* dx.

cos 6
. ———dé.
8 (sen 6 — 3)2 o

sec? 0

9. | —————=4d0.
V/(tan 0 + 1)3

2x—-1)

2x —1)dx
. IZ—x+1

2x —1
12. ——dx.
/xz—x+1 o

/cos@+sen9d9

sen @ —cos@

X
1
14, / 1l
eX +x
2
sec” 0
15. ——dé.
/tan@ +1
arcsen x

. —dx.
V1 —x2

17 /arctanxdx
1+ x2

18 / dx
' xvInx

11

13.

16

arcsec x

19. ————dx.
xv/x2 -1
d

20./ v
xInx

21. /escnzeseHZGdG.
X _ ,—x

22. /idx.
eX 4+ e *
1

23. /n—xdx.
X

earctanx
24. /7 dx.
1+ x2

e* tane®
25. /fdx
cos= e~

x ,tane™
ere

26. 72dx.
cos~e*

12

27./J1n(x+m)

28

2

3

31

32.

3

34.

35

36

37

38

39.

40.

41.

42

43

44

45.

Q1

46.

1+ x2

. /(3x — 1) dx.

9./
0. |

-/
/

s |

/ (€ +2)%e?* dx.

/
/
/
/

dx
V(5x +3)*
dx
2x +5°

xv1—x2dx.

X

dx.
x2 41 o

4 2
————dx
2x3 +1)?

6 cos 36 a0,

(sen 36 — 2)3
4 2
sec” 560 a0,

V(tan56 + 1)3

8(x +1)dx
(x2 +2x 4+ 3)5°
9(x2 — 1)dx
I3 3x+4

x3 4+ 2x N
x4 +4x2+1
cos 26 + sen 20
sen 26 — cos 20

e ¥ —1

e 4+ x

dx.

sec? 36
tan360 + 4

arcsen 2x

—dx.
V1 —4x2

. /2_x2x dx.

/
/

arctan 3x
1+ 9x2

dx

x1n® x

dx.

47.

48.

49

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

5

[°9)

59

60

61

62

63

64

65.

66.

/Sarcsec3x q
———dx
2x4/9x2 — 1
/ dx
xlnx3’
./2@"(1+26X)5ex01x.
2x —2x
e“* —e
/ er + e—2x dx.
In® x2

X

dx.

. /(3x2 +4)v/x — 1dx.

1
t3 —1)°
. /(71)dt.
13
2

r=—r
. ——dr.
or—1)* "
t3 + 6t ,
)2 +23
@d
VAR
/2—«/w+1
24+ Vw1l

y.
dw.
/ x+1 d

)+ Vx+4a
/sen’k@ -coskf do.

/cos’k@ -sen k0 d6.
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67. /tan’k@ -sec?k6 d6. 69. /sec’k@ -tank6 db.

68. /cot’k@ - csc?k@ d6. 70. /csc’k@ -cotk6 do.

2.22 Cambio de variable en integrales definidas

Para resolver integrales definidas que requieran de integracién por cambio de variable se puede proceder
de dos maneras, que son equivalentes. Supongamos que deseamos calcular la integral definida:

b
/ Flg@)lg’ () dx.

Esta integral se puede evaluar de las formas siguientes:

1. Calcular primero la integral indefinida / flg(x)]g’(x) dx por cambio de variable, y una vez que se
expresa el resultado en términos de la variable original se evalda en los limites de integracién a, b.

2. Al hacer el cambio de variable ¥ = g(x) & du = g’(x) dx, los limites de integracién también deben
cambiar, pues ahora la variable de integracién es u, que va desde g(a) hasta g(b), asi que

b g(b)
/ Fleeols' () dx = [ ) du 2.7)
a g(a
u=gx);
du = g’(x) dx.

5
Ejemplo 2.2.19 Evaluar la integral /2 (x%2 — 4x + 3)2(2x — 4) dx.
v

1. Calculamos primero a calcular la integral indefinida:

ul (k2 —4x+3)°

/(x2—4x+3)2(2x—4)dx:/uzdu=?+C 3 +C.

u=x2—4x+3;
du = (2x — 4) dx.

Continuando de esta manera, tenemos:

/S(x2—4x+3)2(2x—4) dx [wr _(25-20+3)7° (4-8+3)° _
2

3 5 3 3
3 (13
:8__(1) :512"'1:&:171_
3 3 3 3
2. Siaplicamos la segunda forma (2.7):
5 8 38 3 3
8 —1
/(x2—4x+3)2(2x—4)dx=/ w? du = L :——( ) =171.
2 -1 3 -1 3 3

u=x>—4x+3;
du = (2x — 4) dx;
u2) = -1 & u(5) = 8.

13



14 Calculo integral

Observe que en el segundo procedimiento (2.7), al cambiar los limites de integracion, se simplifica la evalua-
cion.
O

Al emplear este método se debe tener cuidado con el intervalo de integracion, pues la funcién integrando
debe ser continua en dicho intervalo antes y después del cambio de variable. Para muestra veamos el
siguiente ejemplo.

3
Ejemplo 2.2.20 Evaluar /2 VIZZ5¥6(2t —5) du.

v

1. Calculamos primero la integral indefinida:

2u2 2 3
/\/t2—5t+6(2t—5)dt=/ﬁdu=L+C:—(t2—5t+6)2+C.

3 3

u=1t>—5t+6;
du = (2t — 5) dt.

Del resultado anterior se obtiene:

3 2, 3
/\/t2—5t+6(2t—5)dt=§(t —5t+6)2
2

3

2 32 3

:5(32—5-3+6)2—5(22—5-2+6)2 =0.
2

2. Si calculamos la integral definida haciendo la sustitucion y cambiando los extremos del intervalo de
acuerdo con dicha sustitucion, resulta:

3 0
/ \/t2—5t+6(2t—5)dt=/ Vu du = 0.
2 0

u=1t2—5¢t+6;
du = (2t — 5) dt;
u2) =0 & u(3) =0.

El resultado del calculo se aprecia formalmente en esta tiltima evaluacién, sin embargo hay que enfa-
tizar que dicho calculo tiene un pequefio defecto: la funcién que hemos integrado no esté definida en
el intervalo abierto (2, 3), pues involucra la raiz cuadrada de un nimero negativo, como puede verse
en la figura.

Si bien es posible dar sentido a lo que se calcul6 en este ejemplo e interpretar el resultado correcta-
mente, no lo haremos por ahora, pues implica manipular ntimeros complejos e integracién con ellos,
lo cual esté fuera de los objetivos de este libro.

14



2.2 Integracién por cambio de variable

15

5
Ejemplo 2.2.21 Evaluar la integral /3 Vit =5t 4+ 62t —5) dr.

Y Este ejemplo es continuacién del anterior; usamos el procedimiento que consiste en cambiar variables
y limites de integracion:

N[w

5 6 2 6 2
/ \/t2—5t+6(2t—5)dt=/ Ju du = " ==
3 0

3 2 L
R 362 =3(6)(6)2 = 4/6.

u=1t>—5t+6;
du = (2t — 5) dt;
u(3) =0 & u(5) = 6;

En este caso la funcién del integrando esta bien definida y es continua en el intervalo de integracién [0, 6].

x—1

O
10
Ejemplo 2.2.22 Evaluar la integral / - dx.
x2 —2x

¥ En principio puede parecer 16gico el siguiente cambio de variable:

[rasa L, L
1 (XZ—ZX)3 -1 u3 2 -1 2

S ———————
u=x2—2x;

1
=——[8072 - (=1)72].
|, n (=D77]
du=2x—-2)dx =2(x—1)dx =
du

= — =(x—1)dx;
5 = (-1 dx

u(1) = —1 & u(10) = 80.

Sin embargo, a pesar de que esto se vea correcto, el cdlculo no lo es, pues el integrando original no esta
definido para x = 2, ni el de la integral con el cambio de variable para u = 0.
El resultado no es valido.

O
Como referencia futura, enunciamos a continuacion el resultado que hemos aplicado en los tltimos ejemplos

2.2.3 Férmula de cambio de variable para integrales definidas

Si g(x) & g’(x) son funciones continuas en el intervalo [a, b], entonces:

b g(b)
/ Flelg’ () dx =

g(a)

f(u) du. (2.8)
En el entendido de que la integral del lado derecho exista.

i1

Ejemplo 2.2.23 Calcular la integral definida / ? 4sen®x cosx dx.

15



16 Calculo integral

d
¥ Considerando que T (sen x) = cos x, procedemos de la siguiente manera.
x

T
03 1 1 ! 1
/o 4sen3x cos x dx = 4/0 yidy =4 [Zy4] = [y4]0 =

y =senx = dy =cosx dx;

x=0 = y=sen0=0;

/4 /4
x=—=>y=son5=1.

2
=1*-0*=1.
O
Fi4
8
Ejemplo 2.2.24 Calcular la integral / V'tan 2x sec? 2x dx.
0
V Alrealizar el cambio de variable w = tan 2x:
¥ ! 1 1o Vw3l 1T ey
3 1 3
/ V/tan 2x sec? 2x dx :/ ﬂ(—)dwz—/ w2dw = - wT =—<—> [wZ} =
o o 2 2 Jo 2| 3 2\3 0
——— 0
w =tan2x = dw = (sec? 2x)2dx;
xX=0 = w=tan0 = 0;
x—§=>w—tanz—l.
1.3 3 1
= — 12—02 :—[1]:—‘
3 3
O
. . ¢ lnx3
Ejemplo 2.2.25 Calcular la integral . dx.
1
. 3 d 1 -
¥ Considerando que Inx® = 3Inx y que a(ln X) = ;,procedemos de la siguiente manera:
¢Inx3 ¢3lnx ¢ dx ! w2t 3 3 3
dx = dx = 3 [ (Inx)— =3 du=3|=—| =-[17=0*]=2(1) = =.
[ A= [Sras afanT = fwaalg] <5000 =G0
N —— —
Uu=Inx = du= d_x;
X
x=1=u=Inl=0;
x=e = u=1Ine=1.
O

9

—1
Ejemplo 2.2.26 Calcular la integml/‘ %dx.
16



2.2 Integracién por cambio de variable 17

¥ Aqui conviene eliminar /x mediante un cambio de variable y expresar x en términos de la nueva
variable:

9 —1 3 —1 3,2 3 2
/ vx dx :/ ! (2u)du=2/ ! udu:Z/ (u—2+ )du:
4 ﬁ+l 2M+1 2 u-+1 2 u—+1

Jx=u = x=u?;

d

—x=2u = dx =2udu;
du
x=4=>u=«/Z=2;

Xx=9 = u=4+9=3.

3

3
=2[/(u—2)du+2/uci’l] ;2[§(u—2)2+21n(u+1) =

2 2
=[3-2%+4lnB+1)] - [2-2>+4In2+1)] =1 +4In@4) —4In(3) =

1441 4
= nl—|.
3

En la igualdad = se realizaron implicitamente dos cambios de variable para calcular las integrales involu-
cradas.

O
Ejemplo 2.2.27 Calcular la int l/lnz e dx
emplo 2.2. alcular la integra — .
] p g 0 (1+62x)2
. d 2 2 . .
¥ Considerando que I (1 + €?*) = 2¢?*, procedemos de la manera siguiente:
x
In2 2x In2 5 5
e dx -2 1 1
— = 1+ e* ezxdx:/ 2(=d =—/ 2dy =
/0 (1 +e2%)2 /0 ( ) 7 2V T2 L
S ————
y=1+4¢e* = dy =2¢>* dx;
x=0=>y=1+e0=1+1=2;
x=In2 = y=1+e*"2=1+e"%=5,
iy 1) our 1) 1[2-5]  1[-3] 3
20 -1,  2lyl, 25 2] 2|10 ] 2[10] 20
O

9
Ejemplo 2.2.28 Calcular la inte, ml/ 1+ /ydy.
jemp gral | A/1+ Y

17



18 Célculo integral

¥ Aqui conviene considerar /1 + ,/y como una nueva variable, es decir, x = /1 + ,/y; luego expresar
y como funcién de dicha variable para calcular dy.

9 2 2
/\/1+ﬁdy =/ x(x2—1)4xdx=4/ x2(x2—1)dx =
0 1 1

1+/y=x = 1+ /y=x%
y=(x2—1)2 = dy=2(x2—1)2xdx;

y=0=>x=\/1+«/—=ﬁ=1;
y=9 = x=\1+/9=+4=2.

2 5 392 5 3 5 3
2% 2 151
4 o =4| ] (o)== )| =
X [5 3, 53 53
Tl og (B35, (28222
3 15 15 15

Ejercicios 2.2.2 Cambio de variable. Soluciones en la pdgina 21
Aplicando la técnica de integracion por cambio de variable, calcular las siguientes integrales definidas.

3 2
L /e In xdx. 8. 4 cos 2x dx. 15 /5 dx
1X 0 1 + 3sen2x “Jo 44+ 9x27
T
3 tan32x — 1 1 aretan x z
= /0 cos? 2x dx. 9. /0 T2 dx. 16. /nsen329 cos20d6.
4
1
84yx3 -1 10 /e dx z
3. ) % dx. )i xV/1+1Inx3 17. / cos®* 30 sen 360 d6.
X 0
8 1n3 T
v — Eid
4 /Ix] + 1dx. H 0 eVl erdr. 18. /4 tan® 0 sec? 6 d@.
h 0
3 d 12 sec?3x 4 1
9 _
5. / Y 5 12. / ﬁdx. 19. / VY d
o JT=y(1+JT=y) o ltanix o VY1
6 fordr 13 /1 dix 20 ° 2_7 Vw -2 dw
“Jo VPZ¥9 o V4—x2 s Jw=2 '
1 arcsen x 3 dx 5 x+1
7. —dx. 14. / —_— 21. / ———dx.
0 vV1—x2 39+ x2 o 1++V/x+4

18



2.2 Integracién por cambio de variable

Ejercicios 2.2.1 Cambio de variable. Prequntas, pigina 11

1
1. —(x—1)10 .
1O(x '+ C
2

ENCEA ¢

3. In|x —1|+ C.

4. é(x2+1)9+c.

5. ln(x2+1)+C.

6. 33x3+14C.

7. é(ex+2)6+C.
1

8§, - ——— +C.
senf —3 +
9 2 +C
© Vtanf + 1 '
1
10, ————
4(x2—x+1)

11. %%/(xz—x +1)° +C.

12. Injx2—x+1|+C.
13. In|senf —cos 0| + C.
14. In|e® + x| + C.

15. In|tan@ + 1| + C.

1
16. E(aurcsenx)2 + C.

1
17. E(arctan x)2 + C.

18. 24/Inx + C.
1

19. E(aurcsecx)2 +C.

20. In|lnx|+ C.

21. een®0 4 C.

22. In(e* +e7*) + C.
1 2

23. E(lnx) +C.

24. arctanx_{_C.

—_ 0

25. = (tane*)? + C.

2
26. etane™ 4 C.

27. % [m (x + «/x2—+1)]

Nlw

+C.

1
L _ 110

28. 30(3x nio 4 c.
S L

535x + 3 '
1

30. E1n|2x+5|+c.

29.

1 3
31 -3 (1 -x%)2 +C.



20

Calculo integral

32.
33.

34.

35.
36.

37.

38.
39.
40.
41.
42.

43.

44.
45.
46.
47.
48.

49.

50.
51.

1

2.
> 2
53.
54.

55.

56.

57.

58.

59.

Ne)

20

Invx2+1+C.

2

Y23 Fi1+cC.

e

18

(sen360 —2)2 +

5

—

N — &= N

Jtan560 + 1

x2+2x+3)4

-1
C.

-8
+C

-1
+C.

3 (x3—3x+4)2+C.
ln(x4+4x2+1)+C.

In|sen26 — cos260| + C.
1

In— +C.

1
6
4
5
4

6

In* x

le™ + x|

1
31n|tan39+4|+C.

1
1 (arcsen 2x)2 + C.

2—x*

C.
In4 +

(arctan 3x)% + C.

-1
+C

(arcsec 3x)% + C.

1
5ln|lnx|—{—C.

6
1 2ex) C.
ln2( Tt Tt

Inv/e2X 4 ¢=2X 4 C.

1
Elnze—{—C.

earctan 2x +C.

1
4tan2e2x +C.

2x

1

tane

e + C.
2

In (1 —|—e2x)2 + 2arctane* + C.

6

N oy

3

t% -1+ ;] +C.
[
VTV’ -3 (VT +C.

712 514 3
(r=D2+ T =D+ T (=12 +C.

VY v
t3 — —|t3 — .
8< )+7< )+
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21

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

1-32r—1)>2

242r — 1)
12 +4

(12 +2)?

(VT+1)?=6(JT+1)+4In| 7+ 1|+ C.

—(2+«/w—+1)2+12(2+«/w—+1)—16ln

+C.

2+«/w+1‘ +C.
2 3 2
§(1+«/x+4) —3(1+«/x+4) +4ln‘1+«/x+4‘+C.

sen”t1ko + C.

1
k(r+1)

cos” T1k6 + C.

k(r+1)

1 r+1
k(r+1)tan k6 + C.

cot’ T1k6 + C.

k(r+1)

1
Esec’k@ + C.

-1
Ecso'k@ + C.

Ejercicios 2.2.2 Cambio de variable. Preguntas, pigina 18

1 g L 15. Z.
4 3 24
3 o T2 16. 0.
-2 5 |
2 17. —.
16 0. 3. 160
> 11 4 4— 2 18 !
22. : 5( - ) -
1 1 2 19. 4(In3 —1).
5 3
il 20. 1.
2. 13. =
72 ,? 11
- 14. =, 21. — +4In
8 6 3

(

4

3

)

21



