CAPITULO

2

Métodos de Integracion

2.3 Integracion por partes

El método que presentamos en esta seccién estd basado en la regla para derivar un producto de funciones .

Como sabemos, siu = f(x) & v = g(x) son funciones derivables, entonces por la regla de la Derivada de
un Producto

@] = £ () + 80 /).
Luego, al integrar se obtiene:
Jur@eerax = [ g e +gos ] dx =
= fwe = [ fwg@dr+ g @
de donde resulta:
[ 108 @0dx = fwet) = [ g e @)

A esta igualdad se le denomina férmula de integracion por partes y es esencial para calcular familias im-
portantes de integrales.

Veamos una presentacion mas compacta de esta férmula.

Dado que u = f(x) & v = g(x), entonces du = f'(x)dx & dv = g'(x) dx; luego, la igualdad

/ F)g' @) dx = f(0)g(x) - / ¢(0) /() dx
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2 Calculo integral

es equivalente a

/udv = uv—/vdu. (2.2)

Esta presentacién de la férmula de integracion por partes es la que generalmente se usa en el clculo de
determinadas integrales.

(Coémo aplicar esta férmula para calcular una integral arbitraria?
e Calcular la integral indefinida / f(x)dx.

Se considera que el integrando f(x) dx es, precisamente, u dv, para asi seleccionar u & dv. Es evidente
que dx formard parte de la diferencial dv.

Al seleccionar u & dv debemos cuidar que el célculo de v = / dv sea factible; el célculo de du no

presenta dificultad. Hecha la seleccién de u & dv y habiendo calculado du & v = / dv, se aplica la

/f(x)dx:uv—/vdu

y aqui debemos cuidar que el calculo de / v du sea factible y no sea méds complejo que la integral

férmula de integracion por partes

original.

Ejemplo 2.3.1 Calcular la integral /xex dx.
YV Siseleccionamos

u=x & dv=e*dx = j—izl = du=dx & v:/dvz/exdxzex,
entonces:

/xexdx =uv—/vdu=xex—/exdx=xex—ex+C=(x—l)ex+C.
N ———
Uu=x & dvzexdx;

du=dx & v=-e".

Ejemplo 2.3.2 Calcular la integral / x sen x dx.
YV Siseleccionamos

u=x & dv=senxdx = j—izl = du=dx & vz/dvz/senxdxz—cosx,
entonces,

/xsenxdx :uv—/vdu :x(—cosx)—/—cosxdx=—xcosx+/cosxdx=

N ———

Uu=2x & dv =senxdx;

du=dx & V= —cCosX.

= —xcosx +senx + C.
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Ejemplo 2.3.3 Calcular la integral / x cos 2x dx.

¥V Seleccionandou =x & dv = cos2xdx

d 1
—uzl = du=dx & v=/dv=/costdx=§sen2x.

dx
Encontramos:
1 1
x cos2x dx =uv— [ vdu =x Esean — Eseandx:
N —— ———
Uu=2x & dv = cos2x dx;

1
du=dx & v =5 sen2x.

1 1 1 1/1 1 1
= Exsean— —/seandx = Exsean— = (§> (—cos2x)+ C = —xsen2x + ZCOSZX+ C.

2 2 2
Ejemplo 2.3.4 Calcular la integml/x«/3x + 2dx.
V Siseleccionamosu =x & dv=+3x+2dx:
1 1 3 /2 2 3
du =dx & v:/v3x+2dx=/(3x+2)2dx=§(3x+2)2 (§> :5(3x+2)2,
tenemos:
2 3 2 3
/x«/3x+2dx =x (§> (Bx +2)2 —/5(3x+2)2 dx =
N ————
Uu=x & dv=43x+42dx;
du =dx & v=§(3x+2)%.
2 3 2 3 2 3 2/1 5 /(2
== 2)2 — = 292 dx = = N2 -2 (= »n2 (2 =
9x(3x+ ) 9/(3x+ )2 dx 9x(3x+ ) 9(3>(3x+ ) (5>+C
2 ) 3 4 ) 5 c
=— 2 — — 2
9x(3x+ ) 135(3x+ )2 +C.

Ejemplo 2.3.5 Calcular la integral /hlxdx.

d 1 1
V Sindudaalgunau =lnx & dvzdx,porloque:éz—:>du=—dx & v:/dxzx.

X X
Luego,
1
/hlxdx =(1nx)x—/x(—dx> =x1nx—/dx=x1nx—x+C =x(Inx-1)+ C.
X
u=Inx & dv=dx;
duzd—x & V=X
X
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Ejemplo 2.3.6 Calcular la integral / arctan x dx.

du 1 dx
V Esevidente que u = arctanx & dv:dx,porloqueaz1_’_—)62:>du=1+x2 & v=ux
Entonces,
/ . d (arct ) / dx . /xdx
arctan x dx = (arctanx)x — [ x = xarctanx — | —— =
1+ x2 1+ x2
S ———————
u = arctanx & dv =dx;
duzd—x & v =X.
1+ x2
1
= x arctan x — Eln(l +x?) 4+ C = xarctanx —In/1 + x2 + C.
O

Para calcular ciertas integrales, es necesario aplicar mas de una vez el método de integracion por partes.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.3.7 Calcular la integral /xze_zx dx.
¥V Se sugiere recordar el calculo de la integral / xe* dx en el ejemplo 2.3.1.

1
Seleccionandou = x2 & dv=e¢2dx,du=2xdx & v= /e—Zx dx = —Ee_zx.

Entonces,
2 —2x 2 1 —2x 1 —2x 1 2 —2x —2x *
x“e " dx =x“|—=e — ——e 2xdx = —zx%e ™ 4+ [ xe T dx. (¥)
2 2 2
N —— ————
u = x2 & dv=e ¥dx;

1
du =2xdx & v=—5e_2x.

Para evaluar / xe ¥ dx, se aplica nuevamente integracién por partes.

1 1 1 1
—2x —2x —2x —2x —2x
d =x(-= — [ (-= dx = —~ 4= dx =
/xe X X ( 26‘ ) / ( 26‘ ) X 2)(?6‘ ) /6‘ X
—————

u=x & db = e ¥ dx;
du = dx V= —le_zx
2
1 —2x 1 1 —2x —2x 1 —2x
= —=xe +-({—x]e = ——Xxe + —e
2 2( 2) 4

Al considerar este resultado en (*), obtenemos
2 —2x 1 2 —2x —2x 1 2 —2x 1 —2x 1 —2x
x“e dx = —Ex e + [ xe dx = —Ex e + —Exe — Ze +C =

1 1 1 1
=——x%e P - —xe ¥ - Ze_zx +C = —Ze_zx(sz +2x+1)+C.
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Ejemplo 2.3.8 Calcular la integral /4x2 cos 2x dx.

¥ Recordemos las integrales de los ejemplos 2.3.2 y 2.3.3.
1
Seleccionamosu = x> & dv=cos2xdx = du=2xdx & v= /cos 2xdx = 5 sen 2x.

Entonces,

/4x20032xdx = 4/x2c052xdx =4 [uv—/vdu] =

———

u = x> & dv = cos2x;

1
du =2xdx & v=550n2x.

1 1
=4 [xz (E sen2x> —/ (5 sen2x> Zxdx] =

= 2x%sen 2x — 4/x sen 2x dx.
Para evaluar / x sen 2x dx, se aplica nuevamente integracién por partes.

1 1 1 1
/xseandx =X (—50052x> —/—ECOSZde = —Exc032x+ E/costdx =

N ————

u=x & dv =sen2xdx;

W A 1
du =dx & v=—50052x.

1 1 /1 1 1
= —EXCOSZX + 3 (§> sen2x = —EXCOSZX + Zsean.

Al considerar este resultado en (*), obtenemos

1 1
/4x2C052xdx=2xzsen2x—4/xsen2xdx=2xzsen2x—4 [—Exc052x+ Zsean +C =

= 2x%sen 2x + 2x cos 2x — sen 2x + C = (2x? — 1) sen 2x + 2x cos 2x + C.

Ejemplo 2.3.9 Calcular la inte ml/
jemp 24 «/Tx

¥ Recordemos cémo calculamos la integral del ejemplo 2.3.4:

5 dx

Seleccionando u = x & dv=

1—x

du = 2xdx v_/«/l— /(1—x)_%dx=—2(1—x)%.
—X
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Entonces,

—3x2 1
/ 13x dx = —3/x2(1 —x) 2dx=-3 [uv —/vdu] =
—X

2 _1
U=x & dv=(1-—x) 2dx;

1
du =2xdx & v=-2(1—-x)2.

=-3 [xz(—Z)(l —x)% —/—2(1 —x)%z)cdx] =

= 6x2(1 —x)% - 12/x(1 —x)% dx. (2.3)

1
Se aplica nuevamente integracion por partes para evaluar / x(1—x)2dx.

/x(l —x)%dx =x (—%) (l—x)% —/—%(l—x)%dx =

———

1
u=x & do=(1—x)2dx;

N n 2 3
du =dx & vz—g(l—x)Z.

=-2x0-0i+2 fo-nia =
= —%x(l —x)% + (%) (—%) (1 —x)% =
:—%x(l—x)%—%(l—x)%.

Al considerar este resultado en (2.3), obtenemos:

—3x2

V1 —x

1 2 3 4 5
dx = 6x2(1 —x)2 — 12 [—gx(l —-x)2 — E(l —x)Z} +C =
1 316 5
=6x2(1—x)2 +8x(1—x)2 + ?(1 -x)24+C =

=2(1 —x)% [3x2+4x(1 —Xx)+ 2(1 —x)z] +C =

%«/1—x[3x2+4x+8]+C.

Ejemplo 2.3.10 Calcular la integral/x4 In3x dx.

¥ Recordemos cémo calculamos / Inx dx en el ejemplo 2.3.5.

Seleccionando v = In3x & dv = x*dx:
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Entonces,

5 Sd 5 1
/(1n3x)x4dx =3 - [ = x—ln3x——/x4dx =
5 5x 5 5

/x4 In3x dx

S ————

u=1In3x & dv =x4dx;

dx x>
= = & = =,
X v 5

du

5 1 5 5 1 5
=?1n3x—g(x—)+cz%(ln3x—g>+C=z—2(51n3x—l)+C.

O

Los ejemplos anteriores nos muestran como aplicar el método de integracién por partes para calcular in-
tegrales pertenecientes a importantes familias de integrales y nos indican ademads cémo seleccionar u, dv.

El tratamiento general de estas familias de integrales se presenta a continuacién, donde suponemos que »
es un numero natural, a, k son constantes arbitrarias & r es un nimero racional r # —1.

1.
n,ax n 1 ax 1 ax n—1
x"e%" dx =x"|—e — [ = (nx""")dx =
a a
N —— ———
u=x" & dv=e"dx;
du=nx""ldx & v—/e‘”dx——e‘”
e n
=x"{—) - —/x"_le“x dx.
a a
Y se sigue aplicando integracién por partes hasta completar n veces, siempre tomando como u al
factor polinomial.
2.
n n 1 1 n—1
x" senax dx =x"|——cosax | — ——cosax | (nx""")dx =
a a
N ——— ——
u=x" & dv =senaxdx;
1
du=nx""ldx & v=/sonaxdx=—; cosax.
cos ax n _
:—x"( )+—/x" L cosax dx.
a a
Y se sigue aplicando integracién por partes hasta completar n veces, siempre tomando como u al
factor polinomial.
3.
n n 1 1 n—1
x" cosax dx =x" | —senax | — —senax | (nx""")dx =
a a
N ——— ——
u=x" & dv =cosaxdx;
1
du =nx""ldx & v = /cosax dx = —senax.
a

sen ax n _
:x"( )——/x" Usenax dx.
a a
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Y se sigue aplicando integracién por partes hasta completar n veces, siempre tomando como u al
factor polinomial.

r+1 r+1
x"(ax + b)" dx = x" EM _/lwnx"—ldxz
a r+1 a r+1
N ————— ——
u=x" & dv = (ax + b)" dx;
1
du =nx""ldx & vle.
a r+1

(ax + b)r+1 n / ) 1
n _ n r d .
a(r +1) a(r +1) ¥ (ax +b) o

Y se sigue aplicando integraciéon por partes hasta completar n veces, siempre tomando como u el
factor polinomial.

Observacion 1. En las 4 familias tratadas, se aplica n veces el método de integracién por partes y
siempre seleccionando como u el factor polinomial.

Observacion 2. Cualquier integral de la altima familia / x"(ax+b)" dx puede ser calculada mediante

un cambio de variable:
ax+b=y = xzé(y—b) & dxzédy.
Por lo que,
[xtanorav= [ Lo-omr (o) = o fo-eryan

Después de desarrollar (y — b)", se efectta el producto (y — b)*y” para luego obtener una suma de
integrales.

xr+1 xr+1 dx
/x’ Inax dx = (Inax) —/ — | =
r+1 r+1\ x
N ———
u =Ilnax & dv=x"dx;
r+1
duzL(adx)zd—x & v=x .
ax X r+1
xr+1 1
= 1 [ "dx =
r+1(nax) r+1/x X
el 1 el
= Inax) — +C =
r+1(n ) r+1(r+l>
r+1 el
= 1 C
e e T

En este caso, la integral se calcula aplicando integracién por partes una sola vez.

Para terminar con las grandes familias de integrales, a continuacién trataremos dos tipos de integrales
que se calculan aplicando primeramente 2 veces el método de integracion por partes y procediendo
posteriormente de una manera muy particular.
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6.
1 1
/e“x sen kx dx = ¥ <_E cos kx) —/ <_E cos kx) ae*dx =
N ——— —
u = e & dv =senkxdx;
du = ae?**dx & v= —% coskx.

ax

=- coskx + %/e“x coskx dx. (2.4)

Para evaluar / e®* coskx dx, se aplica de nuevo integracién por partes manteniendo la seleccién

u = e%*,
1 1
/e“x coskx dx = e (E sen kx) - / E(sen kx)ae** dx =
N ———— —
u=e%* & dv =coskxdx;
1
du = ae’*dx & V=g senkx.

ax

=¢ senkx——/ *sen kx dx.

k

Utilizamos esta igualdad en (2.4) y obtenemos

ax
/eaxsenkxdxz—ek coskx + %/e”xcoskxdxz

ax

= _ek coskx + % [e

ax

senkx — — / *sen kx dx} =

ax

ax
= ek coskx+a£ senkx — kz/e sen kx dx.

Esta es una ecuacién en que la incégnita es / = / e senkx dx.

Resolvemos la ecuacion

ax ax 2
I =— coskx+a]i senkx — izl =
a? ae®* ax
= ] + k_21 =13 senkx — A coskx =
2 ax k ax
= (1+i—2>1=ake—zsenkx = coskx =

kz 2 ax
= (i> I = %[asenkx—kcoskx] =

k? ex
= 1= (@) T @k —keosko) =

= I = m(asenkx—kcoskx),

Por lo tanto,
ax

/e“x senkx dx = kzei_,_az(a senkx —k coskx) + C.
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7.
1 1
/e“x coskx dx = e (E sen kx) - / E(sen kx)ae** dx =
N ———— —
u=e%* & dv =coskxdx;
du =ae’*dx & v= %sonkx.
ed* a
== senkx — E/e”xsenkxdx.

Para evaluar / e?* sen kx dx, se aplica de nuevo integracién por partes con la seleccién u = e**.

1
u=e*”* & dv=senkxdx = du =ae?*dx & v:—Ecoskx.

Entonces,

k
ax ax 2

ae a
senkx + B coskx — k—z/e“x coskxdx =

ax ax 1
/e“x coskx dx = ek senkx — = [_ek coskx—/—;(coskx)ae” dx| =

e
= /e”xcoskxdx =

2 k ax ax
= (1+Ii—2>/e”coskxdx= ;2 senkx + a; coskx =

kz 2 ax
= (%) /e”xcoskxdx = ekz (ksenkx + acoskx) =

e
k? + a?

ax

= /e”xcoskxdxz (ksenkx + acoskx) + C.

Comentarios adicionales.

e Enlasintegrales de los tipos (1.), (2.), (3.), (4.), suponiendo que n > 2, las igualdades obtenidas pueden
tomarse como férmulas de recurrencia y ser aplicadas n veces para obtener la integral resuelta.

e Existen integrales que no pertenecen a ninguna de estas familias; sin embargo mediante la aplicacion
de un cambio de variable, obtenemos una de ellas.

e Existen integrales que, sin pertenecer a estas familias, se calculan mediante integracion por partes y
con procedimientos similares a los utilizados.

Ejemplo 2.3.11 Calcular la integral /sec3 6de.

Y Primero consideramos que sec® 6 = sec §-sec? 0 y luego aplicamos integracion por partes seleccionando

u=-secl & dv=sec?0do.

/sec39d9—/sec9-seczéd9= uv—/vdu =

N ————

A saber

u = secf & dv =sec?6do;
du =sech-tanfdf & v = tan#.

sec@-tan@—/tan@-sec@-tan@d@ =

sec@-tan@—/tanZQ-seCGdQ.

10
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Ahora aplicamos la identidad tan? 6 = sec? 6 — 1.
/sec39d9 =sec § - tan 6 —/(secZG —1)secHdf = secH -tan 6 —/(sec39 —sec0)dd =

= /sec39d9 = sec@-tan@—/sec39d9 +/sec9d9.
Por tltimo, despejamos la integral / sec® 0 d6:

/sec39d9+/sec39d9:sec@-tan9+/sec9d9 =
= 2/sec39=sec9-tan9+1n(sec€+tan9) =

1
= /sec39d9 = E[sec@-tan@ + In(sec 6 + tan 0)] + C.

3
Ejemplo 2.3.12 Calcular la integral /e Viar.
¥ Primero aplicamos un cambio de variable; si 3/? = x,entonces f = x> & df = 3x2%dx. Luego,

/e%dtz/ex3x2dx=3/xzexdx.

Aplicamos dos veces integracién por partes, o bien aplicamos dos veces la férmula de recurrencia obtenida
en 1. (pag. 7) paraa = 1. Primero conn = 2,

2 x i 2 2-1 x 2 x x
x“e*dx =x 7)1 x“Tletdx = x%e* —2 | xe*dx.

/xzex dx = x2e* =2 [xlex — /xl_lex dx] = x2e* -2 [xex — /ex dx] = x2e* =2 (xe* —e¥) =

= (x2 —2x +2) e~.

Luegoconn =1,

Finalmente, rescatando el cambio de variable,
2 3
/esﬁdt =3/xzexdx=3(x2—2x+2)ex+C =3 [(%) —2( ) +z]eﬁ+c -

=3[«3/t—2—2«3/;+2}e§/;+c.

Ejemplo 2.3.13 Calcular la integral / cos(lnx) dx.

¥ Primero aplicamos un cambio de variable: silnx = y, entonces x =e¢” & dx =e”dy. Asi,

/cos(lnx) dx = /cos(y) -e¥dy = /ey cos ydy.

Ahora aplicamos la férmula obtenida en 7. (pag. 10) paraa = 1 & k = 1.
eY eY
/eycosydy = m(lseny+ lcosy)+C = 7(seny+cosy)+C.

11



12

Calculo integral

Por lo tanto,

y 1
/cos(lnx) dx = /ey cosydy = %(seny +cosy)+C = Eelnx[sen(lnx) + cos(Inx)]+ C =

1
= Ex[sen(ln x) 4+ cos(lnx)] + C

= g[sen(ln x) + cos(Inx)] + C.

O
1
Ejemplo 2.3.14 Calcular la integml/x“(x —2)3 dx.
¥ Aplicamos repetidamente la formula obtenida en 4. (pag. 8). Obtenemos:
1
1 4(x—2)3t! 4 1
/x4(x—2)3 dx = al (xl ) -7 /)63(96—2)3+1 dx =
3 +1 3+1
4

3x*(x —2)3 4
=% /x3(x—2)3 dx =

3 4 )63()6—2)%+1 3 ) 4.,
=x*(x-2)3-3 T -7 /x (x—2)3"7" dx| =

4 3+1 3+1

4 3x3(x—2)§ 9 | x2(x 2)§+1 2 7.
= x*(x )3 ————+ 5 5 - /x(x—2)3 dx| =
3 3 3+1 3+1

3 4 9 727 [x2(x—=2)3 10
=x*(x-2)3 —=x3(x-2)3 + al (xlo ) —— [ x(x=2)3 dx| =

4 7 5 3

3 9 81 10162 | x( 2)§+1 10

4 3 2 XX = S +1 _
=—x (x—2)3——x (x—2)3+%x (x—2)3 BTy &_’_1 —%+1/(x—2)3 dx| =
13

3, 49 781, L 162 x(x—2)3 162 3

=Zx (x—2)3—$x (x—2)3+%x (x—2)3—70 13_3 /(x—2)3 dx =
16

3, 4 9 7,81, 10 486 13486 (x—2)3
= — —2)3 — — —2)3 —2)3 — — —2)3 _— C =

¥ (D3 m g (=23 4 gpxe =2) 3 = grax(x =2) 3 4 g I

3 4 9 7 81 243 13 16
=Zx4(x—2)3—$x3(x—2)3+ —X (x—2)3 —Ex(x—Z) 728O(x—Z)

O

Como se menciond en péginas anteriores, otra manera de calcular esta integral es aplicando un cambio de

variable. A saber:

x—2=y=>x=y+2 & dx=dy.

Luego,

1 1 1
/x4(x—2)§ dx = /(y +2)*y3dy =/(y4+8y3 + 24y + 32y +16) y3 dy =

13 10

3 16
-~ y3
16y +
e
= — — 3
16(x )

12

4
/(y3 +8y73 +24y3 +32y3 4+ 16y3

Y -

8 3 24 3 5 32 3,3 16 3,3 C
3 3 Zy3 Z)y3 =
A O R R O R

13 10 96 7 4
+E(x—2) 3 +?(x—2)3 + 2 (=23 + 12 -2)3 +C =
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3= |-t

8 12 32
—(x =23+ ?(x—2)2+ T =244 +C

Cerramos esta seccién con algunos ejemplos de aplicacién de la integracién por partes para integrales
definidas. En este caso se deben evaluar los productos intermedios de la integracién en los extremos del
intervalo como sigue:

b

b b
/ u(x)v’(x) dx = u(x)v(x) —/ v(x)u'(x) dx. (2.5)

a

1 3
Ejemplo 2.3.15 Evaluar Ia integml/o (1_:72)3 dx
x

Y Para poder aplicar integracion por partes expresamos el numerador x* del integrando como el producto
2

X
x3=7-2x.Usamos:
1 3 1.2
X X 2x
A, I I S N
/o(1+x2>3 ¥ /0 2 A+
2
2
u=2 & dv= o dv
N (1+x2)

d q & / 2x q (%) -1
frd vV = = .
U= (1122 7 21+ x2)2

Por lo tanto,

/1 x3 dx—x—2 —1 1_/1 —x dx _

o (14 x2)3 4 (1+x2)2% |, Jo 21+ x2)?
12 /-1 02 /1 1 (1 2xdx (o
=7(z—z>+7(1—z>+z/o A+ 222
-1 1 -1 ' =1 1/41 1
=1_6+(Z>(1+x2)021_6+Z(7+1+02>=
I A A B U |
—1—6+z(5>—1—6+§—ﬁ'

En las dos tltimas integraciones marcadas con (*) hemos usado:

z=1+x? = dz = 2x dx;

2% d —n+1 -1
[m= [ F= [enae= e - ,
1+ x2)n —n+1 (n —1)(1 4 x2)n~1

donde n = 3; n = 2, respectivamente.

8
Ejemplo 2.3.16 Evaluar la integml/3 x2/x + 1 dx.

1
Y Podemos aplicar la férmula 4. (pag. 8) conr = 3 & n = 2 para obtener:

/ 2 /YT dx = x(x+1)%

2

8 3
_T/ x(x+ 12 dx =
3

32

13



14 Calculo integral

5
2 3 3] 4|x(x+D2 (% 1 f® s |
_5[64(9)2—9(4)2]—5 s 3—§/3(x+1>2 dx| =
D) 3 5 5 1 7|8
= =[64(27) —98)] — — 8(9)5—3(4)5—()6%) =
3 15 3 3

: 2 (5 _43)] =
1104_E [8(243)—3(32)—; (9 —4 >] =

1 44 4
:1104_18_5(88 8)21104_705 45376

7

105 105 °

Ejercicios 2.3.1 Integracion por partes. Soluciones en la pagina 16
Calcular las siguientes integrales indefinidas y derivando verificar cada resultado.

1. /xsenxdx. 11. /GseCZQdG. 21. /e3xsen2xdx.
2. /xcosxdx. 12. /y2_y dy. 22. /sen(lnx)dx.
3. /xe_x dx. 13. /5y232y dy. 23. /secsxdx.
3u—2
14. ——— du. 2
4. /xlnxdx. 75— 24. /(hlt + 1)ds.
udu
5. + 1)%% dx. 15. | —dx. 25./1 12+ 1)dr.
JRCER Ny 2"+ 1)
3
6. /4x2 cos2x dx. 16. ﬂ 26. /(lnzt + 1)dt.
Ju?2 -1
7. /9xze3xdx. 17. /xze—xdx. 27. /arcsenxdx.
8. /4x2sen2xdx. 18. /xe_xz dx. 28. /arccostdx.
9. /8x2v2x+ 1dx. 19. /x3e_x2 dx. 29. /arctaandx.
10. /x3 Inx2dx. 20. /e_zx cos3x dx. 30. /arccotxdx.

Aplicando las férmulas recursivas, calcular las integrales que siguen:

Observacion. En el siguiente bloque de ejercicios, del 31. al 54., haremos uso de las siguientes férmulas (de
recurrencia), que anteriormente hemos obtenido.

Con a, b, k constantes, n natural & r racional (r # —1):

ed* n
a. /x"e“x dx = x" ( ) - —/x"_le“x dx.
a a

cosax n _
b. /x"senaxdxz—x"( )+—/x" L cosax dx.
a

a

14



2.3 Integracion por partes

senax n _
c. /x"cosaxdxzx"( )——/x" Usen ax dx.
a a

(ax+b)r n / -1 +1
d. " "dx = x" - § T dx.
/x(ax+b) xX=x ar+ 1) aGt D) x""Hax +b) X
r+1 K1
. "1 dx = 1 - .
e /x nax dx r+1(nax) (r+1)2+C

ax

f. /e”xsenkxdx = aze_’_ikz(asenk—kcoskx) +C.

ax
g. /e“x coskx dx = a2e+—k2 (ksenk + acoskx) + C.
1
31. /x3ezxdx. 40. /ezxcos?}xdx. 48. / 3e% dx.
0
32. /x4e_xdx. 41. /e_xsen2xdx. %
49./ x2 cosx dx.
0
5 x
7 /x ¢ dx. 42. /e_% cos4dx dx. -
3
34. /x30052xdx. 50./ x3 sen x dx.
43. /x51n3xdx. 0
T
* 4
35. /x sen 3x dx. " /x_41nx3dx' 51_/0 4 cos x dx.
36. /xscosxdx. .
45. /«/x51n3x2dx. 52. / x3(2x — 1)° dx.
37. /x3(3x+2)5 dx. 0
1 5
F— % (202 53./4«/—1d.
38. /x4 2x —3dx. 46-/0 x“e”* dx. s x"Vx X

x5 1 , 4 3
39. /7dx. 47. / x e ¥ dx. 54. / ——dx.
Vx +1 0 0o vV2x +1
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Calculo integral

Ejercicios 2.3.1 Integracion por partes. Prequntas, pigina 14

10.

11.

12.

13. —

14.

15.
16.

17. —

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24

25.

26

27.
28.

29.

16

. —xcosx +senx + C.
. xsenx +cosx + C.

.—(x+De*+C.

2
1
. %(lnx—i)—i—c.

L (e 1yt00 <x - x—“) +C.

100 101

. (2x2—1)sen2x+2xcos2x+C.
2 2 3x
.| 3x —2x+§ e + C.
. —2x2cos2x + 2x sen2x + cos2x + C.

8 , 316 5 16 7
.= 2 1)2 — —x(2 1)2 —(2 1)2 .
3x(x—{—) 15x(x—{—) +105(x+) +C

() N e
4 nx 4 .

0 -tanf —In|secld| + C.

27 + ! +C
In2 Y In2

2 32y y

2 2
o 32y )
n9” moz” ¥ o T€

1 1 1] 3
~3@ =30 —4u)7 - L (5—4u)2 +C.
Ju2 —-1+4+C.

2
w2vu2—1-:= (u2—1)3+C.

(x2 + l)e_x2 + C.

1
Be_zx (3sen3x —2cos3x) + C.

1
Be3x (3sen2x —2cos2x) + C.
% [sen(In x) — cos(lnx)) + C.

%sec3x tanx + % [sec x tanx + In(secx + tanx)] + C.
t (Int2 - 1) + C.

tln (t2 + 1) —2t 4+ 2arctant + C.

t (=2 +3) +C.

xarcsenx 4+ V1 —x2 4+ C.

X arccos 2x — %«/M—{— C.

1
x arctan2x — Zln (1 +4x2) + C.



2.3 Integracion por partes

30. xarccotx +In+1+x2 + C.
Aplicando las férmulas recursivas calcular las siguientes integrales.
er
31—~ (4x3 —6x% + 6x —3) + C.

32. —e™ (x* +4x3 + 12x2 + 24x +24) + C.
33. ¥ (x% = 5x* + 20x3 — 60x2 + 120x — 120) + C.

34. X (2x2 — 3) sen2x + % (2x2 — I)COSZx + C.

4
1 4 2 4x 2
35. 31 (—27x + 36x° — 8) cos3x + 77 (3x — 8) sen3x + C.

36. x (x4 —20x2 + 120) senx + 5 (x4 —12x2 + 24) cosx + C.

37 x3(3 +2)6 x> Gx+2)7 + ——(Bx+2)P = ——3x+2)° 4+ C
.= -— —(3x - ——(x .
g Y 126 1512 40824

4 3 43 5  4x2 7 8 9 8 11

X 2 X 2 X L X Z EEY
38, Loxv—3r - v+ -3 - o —3)T 4 —_(2x—3)2 +C.

T s T e T T V7

2 11 10 2 20 A 5 10 3 1
39. ﬁ(x—{— )2 — g(x—{— N2 + 7(x+ 2 —4(x+1)2 + ?(x—{— N2 -2(x+1)2 +C.

2x
40. F(3sen3x +2cos3x) + C.

—X

41. —eT(sean +2cos2x) + C.

2 _x
42. %e 2 (8sen4x —cos4x) + C.

6 1
43. % <ln3x— g) el

3 1
44. —x lnx—{—g + C.
2 7
45. 5x2 (7In3x% —4) + C.

1
46. gle—2).

6e — 16
47. 270
e

48. 6 —2e.

1
49. Z(nz —-3).

50. 0.22036.

51. 0.04712.
1

5. L.

252

53. 1098.385.
836

54, —.

35
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