CAPITULO

2

Métodos de Integracion

2.4 Integracion de potencias de funciones trigonométricas

Trataremos ahora las técnicas de integraciéon que permiten calcular integrales de funciones que son poten-
cias de funciones trigonométricas, asi como productos o cocientes de este tipo de funciones.

En el desarrollo de estas técnicas es relevante el uso de algunas identidades trigonométricas asi como la
aplicacién de cambios de variable adecuados. Es importante también tener presente que si # es un nmero
natural, entonces n, 2n — 1, 2n, 2n 4+ 1 y 2n + 2 son enteros positivos, con 2n y 2n + 2 paresy 2n — 1 y 2n + 1
impares.

Desarrollaremos estas técnicas de integracién mostrando cémo resolver grandes familias de integrales.

24.1 Integrales /sonrx cos™x dx; donde r € Q, m € N impar

e Cuando m =1:
/sen'x cos™x dx = /sen' cos x dx,

que se calcula mediante un cambio de variable.

Si y = sen x, entonces dy = cosx dx. Por lo tanto:

1. Parar # —1

r+1 1
/sen’xcosx dx = /y' dy = Y +C = sen” tlx + C.
r+1 r+1

2. Parar = —1

d
/sen’xcosx dxz/y_1 dy=/7y=1ny+C = In(sen x) + C.
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2 Calculo integral

e Cuando m > 1, expresamos el impar m como m = 2n + 1, donde n es un ndmero natural. En este
caso:

/sen’x cos™x dx = /sen’x cos 2" x dx,

que calculamos de la manera siguiente.
Primero separamos un factor cos x y lo colocamos junto a la diferencial dx.

/sen’x cos "ty dx = /sen’x cos 2" x cos x dx.
Luego consideramos que cos 2" x = (cos %x)" y utilizamos la identidad cos?x = 1 — sen®x. Resulta:

/sen’x cos " x cos x dx = /sen’x(cos 2x)" cos x dx = /sen’x(l —sen?x)" cos x dx.

Ahora aplicamos el mismo cambio de variable: y = senx & dy = cos x dx. Entonces:

/sen’x(l —sen?x)" cosx dx = /y’(l —yH" dy.

Debido a que n es un ndmero natural (n = 1,2, 3, ...), podemos obtener el desarrollo de (1 — y2)r, para
luego multiplicar cada uno de sus (n + 1) términos por el factor y”. Se obtiene asi la integral de una
suma algebraica de funciones, que es igual a la suma algebraica de las integrales de dichas funciones.
Esto es,

/sen’x cos 2" x cos x dx = /sen’x(l —sen?x)" cos x dx = /y’(l —yHrdy =

- nn—1) n on
=/y (l—ny2+(Ty4—---+(—l) y2>dy=

nin—1
:/(yr_nyr+2+ ( > )yr+4_ +(_1)nyr+2n> dy —
-1
z/y’ dy—”/y’“ dy+4n(n2 )/y’+“ dy— - +(—1)"/Y’“” dy =
r+1 r+3 1) yrts r+2n+1
_ye Y nn—1)y S (NS
r+1 r+3 2 r+5 r+2n+1

Donder + k #0,parak =1,3,5,...,2n+ 1).

Consideramos el cambio de variable realizado (y = sen x) para asf tener la solucién de la integral:

/sen’x cos™x dx = /sen’x cos 2"ty dx =

sen” t1 x sen” t3x  n(m —1)sen” Tox sen” t2n+tly
= —n PRUGL) S N S Yo
r+1 r+3 2 r+5 r+2n+1

Veamos un primer ejemplo de este tipo de integrales.
Ejemplo 2.4.1 Calcular la integral / Vsen x cos’x dx.

V¥ Primero separamos un factor cos x y lo colocamos junto a la diferencial dx.

/«/senxcos Sx dx = /«/senxcos“xcosx dx.
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Luego consideramos que cos*x = (cos ?x)? y la identidad cos ?x = 1 — sen?x. Resulta:

/«/senxcos“x cosx dx = /«/sen x(cos2x)? cosx dx = /./sen x(1 —sen?x)? cos x dx.

Ahora aplicamos el cambio de variable y = sen x & dy = cosx dx:
/«/senx(l —sen?x)? cos x dx = /ﬁ(l —y3)? dy.

Desarrollamos (1 — y?)?, luego multiplicamos por ,/y para posteriormente integrar:
/ﬁ(l ~y)*dy = /y1/2(1 ~22 +yH dy = /(y”2 —2y%2 4y dy =

2 2 2
_ /y1/2 dy—Z/yS/z dy +/y9/2 dy = gy3/2_2 (;> Y12 4 Hy11/2 1 C.

Finalmente, consideramos el cambio de variable realizado (y = sen x) y concluimos:

2 4 2
/«/sen xcos’x dx = gsenyzx - ;sen”zx + Hsen“/zx +C.

Ahora veamos como proceder ante una integral definida.

/2
Ejemplo 2.4.2 Calcular la integral definida V/sen x cos”x dx.
0

Y Primero calculamos la integral indefinida y luego la definida. Por el ejemplo anterior sabemos que la
integral indefinida esta dada por

2 4 2
/«/senxcos Sx dx = gsenyzx - $sen7/2x + Hsen“/zx +C.

Ahora tomamos una de las primitivas de esta familia infinita y obtenemos el valor de la integral definida.

/2 /2

2 4 2
Jsen x cos’x dx = [—sen3/2x — —sen”?x + —senll/zx] =

0 3 7 11 0

4 2 2 4 2
- $sen7/2% + Hsen“/zg] - [gsen3/2(0) - $sen7/2(0) + Hsen“/z(O)] =

E
_ (232 4y 2 11/2]_[% 32 _4gve . 2 11/2]_
= B Sy Zame| - Repe - fo7 s S0 -
2
3

4 2 0_154—132+42_64
7 11 a 231 231

e Cuando m > 1 (impar) & r = 0, las integrales son del tipo

/sen’xcos’”x dx = /senoxcosz"Hx dx = /cosz’”'lx dx.

Ejemplo 2.4.3 Calcular la integral / cos’ 2x dx.

Y En esta integral no aparece el factor seno, pero la funcién coseno tiene un exponente entero positivo
impar; entonces, la integral pertenece a la familia que estamos tratando. Primero separamos un factor
cos 2x:

/cos72x dx = /cosGZx cos 2x dx.



4 Calculo integral

Luego consideramos que cos®x = (cos?2x)? y la identidad cos?2x = 1 — sen?2x. Resulta:
/cos72x dx = /00562x cos2x dx = /(cosZZx)3 cos2x dx = /(1 —sen?2x)3 cos 2x dx.
Ahora aplicamos el cambio de variable y = sen 2x & dy = 2 cos2x dx. Entonces:
/cos72x dx = /(cosZZx)3 cos2x dx = /(1 —sen?2x)3 cos 2x dx = %/(1 —y3)3 dy.
Desarrollamos (1 — y?)? para luego integrar

1 1
5/(1—y2)3 dy = 5/(1—3y2+3y4—y6) dy =
1 s 3.5 1, 1 15 3 5 1 4
=—(y- -y’ == C==-y—= —y’ - — C.
z(y R R R R L T E A Ve
Finalmente, consideramos el cambio de variable realizado (y = sen 2x) y concluimos:
/cos72x dx 1se 2x 1se 32x + > sen®2x ! sen’2x + C
= —sen2x — —sen —sen - — .
2 2 10 14
/12
Ejemplo 2.4.4 Calcular la integral definida / cos’2x dx.
0

Y Primero calculamos la integral indefinida y luego la definida. Por el ejemplo anterior sabemos que la
integral indefinida esta dada por

1 1 3 1
/cos72x dx = 3 sen2x — Esen32x + EsenSZx — ﬁsen72x + C.

Ahora tomamos una de las primitivas de esta familia infinita y obtenemos el valor de la integral definida.

/12 1 1 3 1 /12
7 _ 3 5 7 —
/ cos'2x dx = [5 sen2x — —sen”2x + —sen”2x — —sen Zx] =
0

2 10 14 .
1 7 1 47 3 sm 1 .m 1 I 5 3 5 1 4
= [zsen T — Zsen3Z 4 TsenST - —sen?Z | — [2(0) = 2(0)° + = (0)° — —(0)7| =
[zsen6 T L v Rl P L A T AL vis

)3 -w () =) () +3() 5 0) -

0

1/1 1 3 1 1 [1759] 1759
“(=)==2-2*+20* -z == | —| = —.
7(28) 28[ +5@ 7] 28[35] 8 960

-6)-3(

1

2
11 371
_2_2_2_4+§(2_6>_

2.4.2 Integrales / cos’x sen”x dx; donde r € Q, m € N impar

e Cuandom = 1:
/cos’x senx dx = /cos’x sen x dx,

que se calcula mediante un cambio de variable.

Si y = cos x, entonces dy = —senx dx. Por lo tanto,
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1. Parar # —1:

r+1 1
/cos’x sen x dxz—/y' dy = . +C=- cos" T lx 4+ C.
r+1 r+1

2. Parar = —1:
r -1 dy
cos'xsenxdx=— [y dy=—[| —=—-Iny+ C = —In(cosx) + C = In(sec x) + C.
y
e Cuando m > 1, expresamos al impar m como m = 2n + 1, donde n es un nimero natural:

/cos’x senx dx = /cos’x sen?"tlx dx,

que calculamos de la siguiente manera.

Primero separamos un factor sen x:

/cos’x senx dx = /cos’x sen?"x sen x dx.

Luego consideramos que sen?”x = (sen?x)" y utilizamos la identidad sen?x = 1 — cos?x.

/cos’x sen®"x sen x dx = /cos’x(senzx)” sen x dx = /cos’x(l — cos?x)" sen x dx.
Ahora aplicamos el mismo cambio de variable y = cosx & dy = —sen x dx. Asi:
/cos’x(l — cos?x)" senx dx = —/y’ (1 —y>)" dy.

Donde se aprecia que, salvo el signo negativo, hemos llegado a lo obtenido en el caso 241l Pro-
cedemos entonces a desarrollar (1 — y?)", para luego multiplicar cada término por y”; obtenemos la
integral de una suma algebraica de funciones, que igualamos a la suma algebraica de las integrales
de dichas funciones. Esto es,

_ _/ <yr _nytt g n(nz_ 1)yr+4 et (_1)nyr+2n> dy =

—1
:_(/yr dy_n/yr+2dy+%/yr+4dy____+(_l)n/yr+2n dy) _

_ yr+1 _nyr+3 n(n_ 1) yr+5 ____+(_1)n yr+2n+1 s
r+1 r+3 2 r4+5 r+2n+1 ’

Donder +k #0parak =1,3,5,---,2n + 1).

Consideramos el cambio de variable realizado (y = cos x) para as{ tener la solucién de la integral.
Esto es,

/cos’x sen™x dx = /cos’x sen?tlx dx =

r+2n+1

cos" 1y cos"3x  n(m—1)cos Fx cos X
_ —n 1) e Y e
r+1 r—+3 2 r+5 r+2n+1

Veamos un primer ejemplo de este tipo de integrales.
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Ejemplo 2.4.5 Calcular la integral /cos4kt sen’kt dt.

YV Primero separamos un factor sen kt:
/cos4kt sen’kt dt = /cos4kt sen’kt senkt dt.
Luego consideramos la identidad sen?kt = 1 — cos?kt.
/cos4kt sen’kt dt = /cos4kt sen’kt senkt dt = /cos4kt(l — cos?kt) senkt dt.

Ahora aplicamos el cambio de variable: y = coskt & dy = —k senkt dt¢. Entonces:

1 1 1 /1 1
/cos4kt(l —cos?kt)senkt dt = —E/y“(l —y)dy = = _E /(y4 -9 dy = s (gys - —y7> + C.

Finalmente, consideramos el cambio de variable realizado (y = coskt) y concluimos

1 1
4 3 7 5
— _ k .
/cos ktsen’kt dt 7kCOS kt SkCOS t+C

/3
Ejemplo 2.4.6 Calcular la integral / cos*3t sen?3t dt.
0

¥V Primero calculamos la integral indefinida y luego la definida. Si en el ejemplo anterior consideramos
k = 3, entonces la integral indefinida ya esta calculada y ademaés est4 dada por:

1 1
/cos43t sen33t dr = 50057& — Ecoss3t + C.

Ahora tomamos una de las primitivas de esta familia infinita y obtenemos el valor de la integral definida.
/3

/3 M1 1
/ cos*3t sen33t dt = | —cos’3t — —cos>3t =
o 121 15 0

1 1 1 1
= |—cos’m — —cos’w | — | =cos’ (0) — —cos’(0)| =
121 15 21 15

I P TP N IR I
=[50 = ¢ 1)] [21(1> 15(1)]—
1 1 1 1 2 2 4

210715 21 " 15 15 21 105

e Cuando m > 1 (impar) & r = 0, se tienen integrales del tipo:

/cos’x senx dx = /cosox sen?tlx dx = /sen2"+1x dx.

t
Ejemplo 2.4.7 Calcular la integral /sensi dr.

Y En esta integral no aparece el factor coseno, pero la funcién seno tiene un exponente entero positivo
impar; entonces, la integral pertenece a la familia que estamos tratando.
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. t . . .
Primero separamos un factor sen R lo colocamos junto a la diferencial dr.

t t t
/sensi dr = /sen4§ sen 3 dr.

2
t t t t
Luego consideramos que sen* 3= (sen2 5) y la identidad Senzi =1- cosZE:

2 2
t t t t t t t
/sens— dr = /sen4— sen — dt = / sen?= | sen— df = / 1 —cos®= | sen — dr.
2 2 2 2 2 2 2

1 1 t
Ahora aplicamos el cambio de variable y = cos 3 & dy = —5seny dt. Entonces:

2
t t
/(1—c052§> sen > dr =—2/(1—y2)2 dy =—2/(1—2y2+y4) dy =

2 1 4 2
=2(y=2y34+ -y’ )|+C==2y+-y -y’ +C.
(y 37 +5y>+ Y3y -y

. . . . . t .
Finalmente, consideramos el cambio de variable realizado (y = cos E) y concluimos:

t t 4 t 2 t
/sensi dr = —ZCOSE + 500535 — gcossi + C.

27 t
Ejemplo 2.4.8 Calcular la integral / senSE dr.

(1

Y Primero calculamos la integral indefinida y luego la definida. Por el ejemplo anterior sabemos que la
integral indefinida esta dada por

t t 4 t 2 t
/sensi dt = —2cos 2 + 500535 - gcossi +C.
Ahora tomamos una de las primitivas de esta familia infinita y obtenemos el valor de la integral definida.

27 2
t t 4 t 2 t
/ senSE dr = [—2 cos 3 + —cos3= — —coss—] =

(1

2 + 4 os? cos® 2cos Z + 4cos3 il 20055 il
= |—2cosw + —cos®mr — = — |- — + —cos®’= — Zcos® =
3 5 2 3 2 5 2
4 2 4 2 4 2 16
= (2D 4+ =1 =Z(=1)°+2000— =0+ 2(00° =2 — -+ = = —.
(=2)( )+3( ) 5( )’ +2(0) 3()+5() 3+5 15

2.4.3 Integrales [ sen?x dx cos?x dx & [ sen®"xcos*”x dx; donde n,m € N
g p

En estas familias de integrales, las funciones seno y coseno estan afectadas por exponentes enteros positivos
pares (2m, 2n). Para calcular estas integrales se aplican las identidades trigonométricas

1 1
sen’x = 5(1 — cos2x) & cos?x = 5(1 + cos 2x).

La aplicacion de estas identidades se realiza tantas veces como sea necesario, hasta obtener integrales
casi inmediatas de la forma / cos 2kx dx, con k natural; o bien integrales que pertenezcan a las familias

anteriormente tratadas, en cuyo caso se aplicard el procedimiento correspondiente.
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Ejemplo 2.4.9 Calcular las integrales / sen’x dx & / cos?x dx.

1
V Parala primera integral, aplicaremos la identidad sen’x = 3 (I —cos 2x) y para la segunda, la identidad

1
cos?x = 5(1 + cos 2x).

1
/senzx dx = / 5(1 —cos2x) dx =

1
/coszx dx = / 5(1 + cos2x) dx =

1 1
(/dx—/costdx) =§ (x—isen2x> + C;

1 1
(/dx+/c052x dx) = 3 <x+§sen2x> + C.

1
2
1
2

Ejemplo 2.4.10 Calcular la integral / sen?xcos?x dx.

1 1
Y Aplicamos a la vez las identidades sen’x = 5(1 —c082x) y cos’x = 5(1 + cos 2x).

1 1 1
/senzxcoszx dx = /5(1 — cos2x) - 5(1 + cos2x) dx = 7 /(1 — cos?2x) dx =

1 1 /1 1 /1
= Z/(sen22x) dx = 1 / 5[1 —cos2(2x)] dx = 1 / 5(1 —cos4x) dx =

1 1 1 1
=§(x—zsen4x>+C=§x—3—2sen4x+C.

1 1
Hemos aplicamos la identidad sen?2x = 5[1 —cos(2-2x)] = 5(1 — cos 4x). O
Ejemplo 2.4.11 Calcular la integral / sen*2x dx.

1 1
Y Aplicaremos primero la identidad sen?u = 5(1 — cos2u) y luego cos?u = 5(1 + cos 2u).

2
/sen42x dx = /(se1122x)2 dx = / (% [1 —cos(2- 2x)]> dx = %/(1 —cos4x)? dx =

1 1 1
=3 /(1 — 2cos4x 4 cos?4x) dx = 7 (x - (Z)Z sen 4x + /cosZ4x dx) =

1

1 1 1 1 1
=7 (x—isen4x+/5[1+cos(2-4x)]dx> =3 (x—isen4x+§/(1+0058x) dx) =

1 1 1 1 3 1 1
=Zx—§sen4x+§ <x+§sen8x>+C=§x—§sen4x+asen8x+C.

Ejemplo 2.4.12 Calcular la integral / sen?2x cos*2x dx.
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1 1
Y Aplicamos a la vez las identidades sen’u = 5(1 —cos2u) y cos?w = 5(1 + cos2w).

1 1
/sen22xcos42x dx = /(senZZx)(cosZZx)2 dx = / 5(1 — cos 4X)Z(1 + cos4x)? dx =

1 1
=3 /(1 —cos4x)(1 + cos4x)(1 4+ cos4x) dx = 3 /(1 — cos?4x)(1 + cos4x) dx =

1 1
3 /(sen24x)(1 + cos4x) dx = 3 [/ sen?4x dx + /(sen 4x)? cos 4x dx] =

1 1 1
3 [/ 5(1 —cos 8x) dx + 7 /(sen 4x)4 cos 4x dx] =

s
— |x —=sen8x| +

L 0= —
16 8 32 3 * 16

1 (sen4x)3 1 [
8

1 1
X — —sen 8x + gsen34x] + C.

24.4 Integrales / tan”x sec”x dx; donde r € Q, m € N par

e Cuandom = 2,

/tan’x secx dx = /tan'x sec? x dx,

que se calcula mediante un cambio de variable. Si y = tan x, entonces dy = sec?x dx. Por lo tanto:

r+1

1
1. Parar # —1,/tan’xsec2x dx = /y' dy = Y +C = tan” t1x + C.
r+1 r+1

d
2. Parar :—1,/tan’xseczx dx:/y_1 dy :/_y =Iny + C =In(tanx) + C.
y

e Cuando m > 2, expresamos el natural par m como m = 2n + 2, donde n es un niimero natural.

En este caso:
/tan’x secx dx = /tan'x sec?™t2x dx,

que calculamos de la siguiente manera. Primero separamos un factor sec?x para escribirlo junto a la
diferencial dx.

/tan'x sec?"2x dx = /tan'x sec?"x sec?x dx.
Como sec?”x = (sec?x)”, entonces utilizamos la identidad sec?x = 1 4 tan?x. Asi:
/tan'x sec?x sec’x dx = /tan'x (sec?x)" sec’x dx = /tan'x(l + tan?x)" sec?x dx.
Ahora aplicamos el mismo cambio de variable: y = tanx = dy = sec?x dx. Por lo tanto:
/tan’x(l + tan?x)" sec?x dx = /y’(l +y2)" dy.

Y debido a que n es un ndmero natural (n = 1,2, 3, ...), podemos obtener el desarrollo de (1 + y2)r,
para luego multiplicar cada uno de sus (n + 1) términos por el factor y”. Se obtiene asi la integral
de una suma algebraica de funciones, que es igual a la suma algebraica de las integrales de dichas
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funciones. Esto es,

nn—1
/y’(1+y2)” dy=/y’ (1+ny2+¥y4+---+y2”> dy =

nn—1
:/(yr+nyr+2+¥yr+4+___+yr+2n> dy =

nn—1
:/yr dy+n/y’+2dy+¥/y’+4dy+---+/y’+2” dy =

_ yr+1 yr+3 n(n _ 1) yr+5 yr+2n+1 s
r+1 r+3 2 r+5 r+2n+1 ’

siempre y cuando r + k # 0, parak =1,3,5,...,(2n + 1).

Recuperamos el cambio de variable realizado (y = tan x), para obtener la solucién de la integral:

tan”t1x tan”t3x  n(n —1) tan” x tan” 27+l y

. e
1 "1 2 r+5 Fton+1

/tan’x sec"x dx =

Veamos un primer ejemplo de este tipo de integrales.
Ejemplo 2.4.13 Calcular la integral / Vtan x secSx dx.
Y Primero separamos un factor sec?x y lo escribimos junto a la diferencial dx.
/Msec% dx = /Msec“x sec?x dx.
Luego consideramos que sec*x = (sec?x)? y la identidad sec?x = 1 + tan?x.
/Msec“x sec’x dx = /«/M(seczx)2 sec?x dx = /M(l + tan?x)? sec?x dx.
Ahora aplicamos el cambio de variable: y = tanx = dy = sec?x dx:
/M(l + tan?x)? sec?x dx = /ﬁ(l +y%)? dy.
2)2

Desarrollamos (1 4 y*)* y luego multiplicamos por ,/y, para posteriormente integrar

/«/?(1+y2)2 dy=/y1/2(1+2y2+y4) dy=/(y”2+2y5/2+y9/2) dy =
2 2 2
:/yl/z dy+2/y5/2 dy+/y9/2 dy = g)}3/2_'_2 ($> Y2 4 Hy11/2+C.

Finalmente, consideramos el cambio de variable realizado (y = tanx) y concluimos

2 4 2
/«/tanxsecGX dx = gtanyzx + $tan7/2x + Htan“/zx + C.

Ahora veamos como proceder ante una integral definida.
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/4
Ejemplo 2.4.14 Calcular la integral definida Vtan x secSx dx.
0
Y Primero calculamos la integral indefinida y luego la definida. Por el ejemplo anterior sabemos que la
integral indefinida es

2 4 2
/«/tanxsec6x dx = gtanyzx + 7 tan’/%x + Htan“/zx +C.

Ahora tomamos una de las primitivas de esta familia infinita y obtenemos el valor de la integral definida.

(2 4 2 /4
Vtan x sec®x dx = 3 tan®/2x + Z tan”/2x + T tan“/zx] =
I 0

2 T 4 T 2 T
— | Ztan3/? (_) 2 tan?/? (_) Z tanll/2 (_) _
_3 an 1 + 7 an 1 + 11 an 1

/4

0

2 4 2
- [5 tan®/2(0) + 7 tan’/2(0) + i tan“/z(O)] =

— -2(1)3/2_’_ ;(1)7/2_’_ 12_1(1)11/2:| _ [%(0)3/2_’_ ;(0)7/2_’_ %(0)11/2] —

2 4 2 154+ 132442 328
=-+4+-+—-0=———""—=""
37 11 231 231

e Cuando m > 2 (par) & r = 0, las integrales son del tipo

/tan’x secx dx = /tanox sec?™2x dx = /sec2”+2x dx.

Ejemplo 2.4.15 Calcular la integral/secSZx dx.

Y Enestaintegral no aparece el factor tangente, pero la funcién secante tiene un exponente entero positivo
par; entonces, la integral pertenece a la familia que estamos tratando. Primero separamos un factor sec?2x:

/secSZx dx = /secGZx sec?2x dx.
Luego consideramos que sec62x = (sec?2x)? y la identidad sec?2x = 1 + tan?2x. Por lo tanto:
/secSZx dx = /secGZx sec?2x dx = /(secZZx)3 sec?2x dx = /(1 + tan?2x)3 sec?2x dx.
Ahora aplicamos el cambio de variable y = tan2x = dy = 2sec?2x dx. Entonces:
/(1 + tan?2x)3 sec?2x dx = %/(1 +y%)3 dy.

Desarrollamos (1 + y?)3

1
5/(1 +y3)* dy

para luego integrar

1
E/(1+3y2+3y4+y6)01y=

1 , 3. 1, 11, 3 & 1,
== 2yS 4 - C=-y+-0'+=y"+—y"+C.
2(y+y+5y+7y M R L TR VR

Finalmente, recuperamos el cambio de variable realizado (y = tan2x) y concluimos

1 1 3 1
/secSZx dx = 3 tan2x + Etan32x + Etan52x + ﬁtan72x +C.
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2.4.5 Integrales / cot"x csc”x dx; donde r € Q, m € N par

e Cuandom =2,
/cot’x csex dx = /cot’x csc?x dx,

que se calcula mediante un cambio de variable. Si y = cot x, entonces dy = —csc2x dx. Por lo tanto:
) yr+1 1 1
1. P -1, t" dx = — "dy = — C =——cot” C.
ara r # /co xcscx dx /y y r+1+ r+1co X+

d
2. Parar :—1,/cot’xcsczx dx:—/y_1 dy:—/—y =—Iny+ C = —In(cot x) + C.
y

e Cuando m > 2, expresamos al natural par m como m = 2n + 2, donde n es un niimero natural.

En este caso:
/cot’x csex dx = /cot’x cse?2x dx,

que calculamos de la siguiente manera. Primero separamos un factor cscx:

/cot’x esc?"2x dx = /cot’x esc?"x esc?x dx.
Luego consideramos que csc?”x = (csc?x)" y utilizamos la identidad csc?x = 1 + cot?x.
/cot’x csc?x cse?x dx = /cot’x (csc?x)™ esc?x dx = /cot’x(l + cot?x)" esc?x dx.
Ahora aplicamos el mismo cambio de variable: y = cotx = dy = —csc2x dx. Entonces:

/cot’x(l + cot?x)" csc?x dx = —/y'(l +y%)" dy.

Y notamos que, salvo el signo negativo, hemos llegado a lo obtenido en el caso préximo anterior.
Procedemos entonces a desarrollar (1 + y?)", para luego multiplicar cada término por y”; obtenemos
la integral de una suma algebraica de funciones, que igualamos a la suma algebraica de las integrales
de dichas funciones. Esto es,

nn—1
—/y’(1+y2)” dy=—/y’ (1+ny2+¥y4+---+y2”> dy =

nn—1
:_/(yr+nyr+2+ (2 )yr+4+___+yr+2n> dy=

nin—1
:—(/y’dy+n/y’+2dy+¥/y’+4dy+---+/y’+2”dy):

_ yr+1 yr+3 n(n _ 1) yr+5 yr+2n+1
r+1 r+3 2 r+5 r+2n+1)’°

siemprey cuando r + k # Oparak = 1,3,5, ..., (2n + 1). Siendo este el caso, consideramos el cambio
de variable realizado (y = cot x) para asi tener la solucién de la integral. Esto es,

. m cot’ t1x cot'P3x  n(n—1)cot” Hx cot t2ntly
cot" x csc™x dx = — +n + 4.4+ ") 4.
r+1 r+3 2 r+5 r+2n+1

Veamos un primer ejemplo de este tipo de integrales.

Ejemplo 2.4.16 Calcular la integral /cot3x esclx du.
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¥V Calculamos esta integral de la siguiente manera. Primero separamos un factor csc?x para escribirlo
junto a la diferencial dx.

/cot3x cselx dx = /cot3x esctxesc?x dx.

Luego consideramos que csc*x = (csc?x)? y utilizamos la identidad csc?x = 1 + cot?x.
/cot3x esctx esc?x dx = /cot3x (ese®x)? esc?x dx = /cot3x(1 + cot?x)? esc?x dx.

Aplicamos el cambio de variable: y = cotx = dy = —csc?x dx. Luego desarrollamos (1 + y?)? y
multiplicamos por y3, para posteriormente integrar. Entonces:

/cot3x(1 + cot?x)? csc?x dx = —/y3(1 +y2)%dy = —/y3 (1+ 2y% + y4) dy =
4 6 8
=—/(y3+2y5+y7) dy=—(%+2%+%>+€.

Finalmente, recuperamos el cambio de variable realizado (y = cot x) para asi tener la solucién de la integral.
Esto es,

1 1 1
/cot3x cselx dx = — (Zcot4x + gcot6x + gcot8x> + C.
O

e Cuandom > 2 & r = 0 se tienen integrandos donde no aparece el factor cotangente. Estas integrales
son del tipo:

/cot’x cscx dx = /cotox esc?™2x dx = /csc2”+2x dx.

Ejemplo 2.4.17 Calcular la integml/csc%x dx.

Y En esta integral no aparece el factor cotangente, pero la funcién cosecante tiene un exponente entero
positivo par; entonces, la integral pertenece a la familia que estamos tratando. Primero separamos un factor
csc?3x, para escribirlo junto a la diferencial dx. Esto es:

/05063x dx = /csc43x csc?3x dx.

Usamos csc3x = (csc?3x)? y la identidad csc?3x = 1 + cot?3x:
/csch dx = /csc43x csc?3x dx = /(csc23x)2 csc?3x dx = /(1 + cot?3x)? csc?3x dx.
Ahora aplicamos el cambio de variable: y = cot3x = dy = —3csc?3x dx. Entonces:

1
/(1 + cot?3x)? esc?3x dx = ~3 /(1 + 3% dy.

Desarrollamos (1 + y?)? para luego integrar

1 1 1 2 1
_ - 1 22d :__/1 22 4d=—— =3 ~ 45 C =
3/(+y)y 3| A2y dy=—5{y+3y"+207 )+
12, 1 5
—=y—=y} - — C.
VT T T

Finalmente, consideramos el cambio de variable realizado (y = cot 3x) y concluimos

/cscG3x dx = lcot 3x %cot33x i cot’3x + C
3 9 15 '
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2.4.6 Integrales / sec’ x tan” x dx; donde r € Q, m € N impar
e Cuandom =1,

/sec’x tan”x dx = /sec’x tanx dx,

que se calcula de la siguiente manera. Primero separamos un factor sec x, para escribirlo junto a
tanx dx:

/sec’x tanx dx = /(sec x)" tanx dx = /(sec x) 7! secx tanx dx.

Esto se calcula mediante un cambio de variable. Si y = sec x, entonces dy = secx tanx dx. Por lo
tanto:

r
1
1. Parar #O,/sec’x tanx dx = /y’_1 dy = Y 4 C = se’x +C.
r r
2. Parar = O,/sec’x tanx dx = /secoxtanxdx = /tanxdx = In(secx) + C.

e Cuando m > 1, expresamos al impar m como m = 2n + 1, donde n es un nmero natural.
En este caso:
/sec’x tan™x dx = /sec’x tan?"tlx dx,

que calculamos de la siguiente manera. Primero separamos un factor sec x y un factor tanx para
escribirlos junto a la diferencial dx.

/sec’x tan?" 1y dx = /sec'_lx tan?"x secx tanx dx.
Luego consideramos que tan?"x = (tan?x)" y utilizamos la identidad tan?x = sec?x — 1.
/sec’x tan?"Tlx dx = /sec’_lx tan?"x secx tanx dx =

= /(sec x) 7! (tan®x)" sec x tanx dx = /(sec x) 7! (secx — 1)" secx tanx dx.
Ahora aplicamos el mismo cambio de variable: y = secx = dy = secx tanx dx. Entonces:

/(sec x) " L(sec?x — 1)" sec x tanx dx = /y’_l(y2 — 1" dy.

Y como en los casos anteriores, debido a que n es un ntimero natural (n = 1,2, 3, ...), podemos obtener
el desarrollo de (y? — 1)", para luego multiplicar cada uno de sus (n + 1) términos por el factor y"~!.
Se obtiene asi la integral de una suma algebraica de funciones, que es igual a la suma algebraica
de las integrales de dichas funciones. Esto es, se procede como en los casos anteriormente tratados.
Finalmente, se concluye considerando el cambio de variable realizado.

Veamos un primer ejemplo de este tipo de integrales.
Ejemplo 2.4.18 Calcular la integral / Vsec3x tan’x dx.

Y En este caso:

/vSec3x tan’x dx = /sec3/2x tan’x dx,

la cual calculamos de la siguiente manera. Primero separamos un factor sec x y un factor tan x para escribir-
los junto a la diferencial dx.

/sec3/2x tan’x dx = /secl/zx tan*x sec x tanx dx.
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Luego consideramos que tan*x = (tan?x)? y utilizamos la identidad tan?x = sec?x — 1.
/sec3/2x tan’x dx = /secl/zx tan*x sec x tanx dx =
= /(sec x)l/z(tabnzx)2 secx tanx dx = /(sec x)l/z(seczx —1)? sec x tan x dx.
Ahora aplicamos el cambio de variable y =secx = dy = secx tanx dx:
/(sec x)l/z(seczx —1)?secx tanx dx = /yl/z(y2 — 1) dy.

Desarrollamos (y? — 1)?, luego multiplicamos cada uno de sus tres términos por el factor y!/2, obtenemos
la integral de una suma algebraica de funciones e integramos.

/yl/z(y2 -1 dy = /yl/z(y4 —2y2+1)dy =

2 2 2
_ /(y9/z _0ySI2 4 12y gy = 2112 (2)?}7/2 n §y3/2 ‘cC

11

Para concluir, consideramos el cambio de variable realizado y = sec x.

2 4 2
/«/sec%c tan’x dx = Hsecn/zx —3 sec”?x + 3 sec?2x + C.

Otro ejemplo con una integral definida.

/3
Ejemplo 2.4.19 Calcular la integral definida Vsec3x tan’x dx.
0

Y Primero calculamos la integral indefinida y luego la definida. Por el ejemplo anterior sabemos que la
integral indefinida es

2 4 2
/ Wsec3x tan’x dx = I sec!/2x — 7 sec”?x + 3 sec®2x + C.

Ahora tomamos una de las primitivas de esta familia infinita y obtenemos el valor de la integral definida.

/3 2 4 2 /3
Vsec3x tan’x dx = [—sec“/zx — —sec7/2x + —sec3/2x] =
0 11 7 3 0
(2 4 2 2 4 2
= _H(sec %)11/2 - ;(sec %)7/2 + g(sec %)3/2] - [H(sec 0)'/2 — ;(sec 0)"/% 4 g(sec 0)3/2] =
(2 4 2 2 4 2
== 11/2 — 22 7/2 i) 3/2 S e | 11/2_ -1 7/2 “a 3/2 —
O -0 S0 SN Z )+ 2

[ 20505 _ 222 2 B = IO e S IOV, S [ S I
N 11(2“/5) 7(2“/§)+3(2“/§)] [11 7+3]_[11 7+3]“/§ [11 7+3]_

:%(ﬁ)_%zz‘;_l(mﬁ—w).

2.4.7 Integrales / csc” x cot™x dx; donde r € Q, m € N impar

Procedemos como en el caso anterior (2.4.6)).
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e Cuandom = 1:
/csc’x cot”x dx = /csc’x cotx dx,

Primero separamos un factor csc x para escribirlo junto a cot x dx.
/csc’x cotx dx = /(csc x)" cotx dx = /(csc x) ! esex cot x dx,

Si y = csc x, entonces dy = —cscx cot x dx. Por lo tanto:

r

1
1. Parar;éO,/csc’xcotx dx:—/y’_1 dy:-y +C =—=csc"x+C.
r

’
2. Parar :O,/csc’x cot x dx:/cscoxcotxdx:/cotxdlen(senx)+C.

e Cuando m > 1, expresamos el impar m como m = 2n + 1, donde n es un nimero natural.

En este caso:
/csc’x cot™x dx = /csc'x cot?" 1y dx,

la cual calculamos de la siguiente manera. Primero separamos un factor csc x y un factor cot x para
escribirlos junto a la diferencial dx.

/csc’x cot?lx dx = /csc’_lx cot?x cscx cot x dx.
Luego consideramos que cot?"x = (cot?x)" y utilizamos la identidad cot?x = csc?x — 1.
/csc’x cot?lx dx = /csc’_lx cot?x cscx cot x dx = /(csc x) 7! (cot?x)" escx cotx dx =
= /(csc x)" 71 (esc?x — 1)" cscx cot x dx.
Ahora aplicamos el mismo cambio de variable y = cscx = dy = —cscx cotx dx:

/(csc x)" " L(esc?x — 1) ese x cot x dx = —/y’_l(y2 — 1" dy.

Y como en los casos anteriores, podemos obtener el desarrollo de (y? — 1)", para luego multiplicar
cada uno de sus (n + 1) términos por el factor y” 1. Se obtiene asi la integral de una suma algebraica
de funciones, que es igual a la suma algebraica de las integrales de dichas funciones. Finalmente, se
concluye considerando el cambio de variable realizado.

Veamos un primer ejemplo de este tipo de integrales.

cot32x dx

Ejemplo 2.4.20 Calcular la inte ml/i.
Jemp s Jese2x

VY Eneste caso,

cot32x 1
———dx = csc 2x) 73 cot32x dx.
/ Jese 2x ( )

Aplicamos el procedimiento mencionado: primero separando factores (csc 2x) y (cot 2x), para luego utilizar
la identidad cot? 2x = csc?2x — 1.

1 4
/(csc 2x) 3cot®2x dx = /(csc 2x)73 (esc 2x)! (cot22x) (cot 2x)dx =
4
= /(csc 2x)"3 (cot22x) (csc2x - cot 2x)dx =

4
= /(csc 2x)"3 (csc22x - 1) (csc 2x - cot 2x) dx.
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Si y = csc2x, entonces dy = —2 csc 2x - cot 2x dx. Ademas,
4 _4 1 1 2 _4
/(csc2x)_3 (csc22x— 1) (csc2x - cot 2x)dx = /y 3 (y2 - 1) (—5 dy) = _5/ (y3 -y 3) dy
3
5

13 5 _1
= —— |=-y3 — (— 3 = —
Z[Sy (=3)y ]+C

Pero y = csc2x. Por lo tanto,

cot32x 311 5 3113 1
————dx = —= | =(csc2x)3 + +C=—=|=-Vcse’2x + ———| + C.
Jese2x 2 5( ) (csc 2x)% 2 [5 Jese2x

O
2.4.8 Integrales /son mx -sen px dx, /son mx - cos px dx, /cos mx - cos px dx; (m # p)

Estas familias de integrales difieren de las anteriormente estudiadas, pues los argumentos (mx & px) de las
funciones seno y coseno son diferentes (mx # px).

Para calcular estas familias de integrales, utilizaremos identidades trigonométricas que se obtienen, a su
vez, de las identidades para sen(o + ), sen(o — 6), cos(a + ), cos(a — 6).

1. Como
sen(o +0) =sena-cos@ +senf-cosae & sen(w—0) =sena-cosf —senb - cosa,
entonces, al sumar estas identidades se obtiene:
sen(a + 6) + sen(o — ) = 2sen o cos 6,
de donde,
sena - cosf = % [sen(a + 6) + sen(a — 6)].
2. Como
cos( —0) = cosa-cosf +sena-senf & cos(e + 0) = cosa-cosf —sena -sen 6,
al sumar estas identidades se obtiene:
cos(a — 0) + cos(o + ) = 2cosw - cos 6,
de donde,
cosa - cosf = % [cos(ax — ) + cos(o + 6)].
3. Como
cos( —60) = cosa-cosf +sena-senf) & cos(e + 0) = cosa-cosf —sena -sen b,
al restar la segunda identidad de la primera se obtiene:
cos(e — ) — cos( + 0) = 2sena - sen 0,

de donde,

1
senq - sen f = 3 [cos(a — ) — cos(a + 0)] .
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Resumiendo, tenemos las identidades trigonométricas

1

1. sena -cos = 3 [sen(o + 0) + sen(a — 6)];
1

2. cosa-cosf = 3 [cos(a — 0) + cos(a + 0));

1
3. sena-senf = 3 [cos(a — 0) — cos(a + 6)].
También debemos tener presente las identidades

sen(—0) = —senf & cos(—60) = cosé.
Ejemplo 2.4.21 Calcular la integral / sen 5x cos 2x dx.
¥V Aplicamos la primera identidad.

1 1
/sen 5xcos2x dx = /5 [sen(5x + 2x) + sen(5x — 2x)]dx = 5/[8611 7x 4+ sen3x]dx =
_ ! 1( 7x) + 1( )| +C =
= 5 |7(-cos7x) + (= cos3x =

1
= ——cosTx — ECOS3X+ C.

14
O
Ejemplo 2.4.22 Calcular la integral / sen 2x cos 5x dx.
¥ Aplicamos la primera identidad.
1 1
/sen 2x cosSx dx = / 3 [sen(2x + 5x) 4+ sen(2x — 5x)]dx = 3 / [sen 7x + sen(—3x)] dx =
1/[ 7 3x]d 11( 7x) 1( )| +C
= - —se = — |=(—cos7x) — =(—cos 3x =
5 [ leen7x —sen3x]dx = - | - 3
! 7x + ! 3x+C
=——co — co .
17 Co8Tx + £ cos3x
O
Ejemplo 2.4.23 Calcular la integral / sen 8x sen 5x dx.
¥ Aplicamos la tercera identidad.
1 1
/sen 8xsenSxdx = / 3 [cos(8x — 5x) — cos(8x + 5x)]dx = 3 / [cos3x — cos 13x]dx =
! 1( 3x) 1( 13x)| + C ! 3 ! 13x + C
= = |=(se — —(sen 13x = —sen3x — — sen .
2 13713 6 26
O

Ejemplo 2.4.24 Calcular la integral / cos 5x cos 7x dx.
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¥V Aplicamos la segunda identidad.
1 1
/cos S5xcosTxdx = / 3 [cos(5x —7x) + cos(5x + 7x)]dx = 3 / [cos(—2x) + cos(12x)]dx =
—1/[ 2x + 12]d—11( 2)+1( 12x)| +C =
= 5 [ lcos2x +cos12x]dx = 5 | (sen2x) + - (sen 12x =

1 1
= Zsen2x+ ﬂsen 12x + C.

Ejercicios 2.4.1 Integracion de potencias de funciones trigonométricas. Soluciones en la piagina[20]
Aplicar las técnicas de integracion de potencias trigonométricas para calcular las siguientes integrales indefinidas.

1. /senzx cos’x dx. 13. /c0s23y dy. 25. /cotzx esctx dx.
2. /cos32y dy. 14. /sen22y dy. 26. /c0t24x dx.

3. /tan3y dy. 15. /sen4x cos*x dx. 27. /csc43x dx.

4. /sen4xc0s5x dx. 16. /cos4y dy. 28. /tan39 sec36 dé.
5. /cosSZy dy. 17. /sen4y dy. 29. /tanSG sec®d d@.
6. /tansy dy. 18. /sen49c0s29 de. 30. /c0t39 csc’f dh.
7. /sen3x cos*x dx. 19. /tanzx sec*x dx. 31. /sen 5x cos3x dx.
8. /sen32y dy. 20. /tan23x dx. 32. /sen4x sen 2x dx.
9. /c0t3y dy. 21. /sec43x dx. 33. /c0s3x cos2x dx.
10. /sensx cos?x dx. 22. /tan4x sec®x dx. 34. /sen2x sen 3x dx.
11. /sen52y dy. 23. /tan43x dx. 35. /cosx cos4dx dx.
12. /cotsy dy. 24. /sec62x dx. 36. /sen2x cos 3x dx.
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Ejercicios 2.4.1 Integracion de potencias de funciones trigonométricas

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1

1
. gsen3x — gsensx + C.

1

1
) sen2y — gsen32y + C.

1
In(cosy) + Eseczy +C.

1 2 1

gsensx — asen7x + asengx + C.

L sen2y — Ssen32y + —sen®2y + €
. 2sen y—3sen y 1Osen y .

1

—sec*y —sec?y + In(sec y) + C.

4

1 1

7 5
—cos’x — =cos’x + C.
7 5

! 32 ! 2y +C
6cos y 2cosy .

1
. —Ecsczy + In(cscy) + C.

1 2 1
—gcos3x + gcossx — 5cos7x + C.

1 1 1
—3 cos2y + 500532y - ECOSSZy + C.

1
—chc“y + csc2y —In(esc y) + C.

1 1
Ey—{— Esen6y+C.

1 1
Ey—gsen4y+C.

1 1
IBh [3x—sen4x+ gsenSx] + C.

3 1 1
gy—{— Zsen2y+ ﬁsen4y+C.

3 1 1
gy—zsenZy—{— ﬁsen4y+C.

1 1 1
— |6 — —sen4h — —sen320| + C.
16 4 3

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

. Prequntas: paginall9

3 1 5
—tan’x + gtan x+C.
tan3x —x + C.

1 3
tan3x + atan 3x + C.
5 2 4 1 9

tan®x + 5tan X+ atan x+ C.

1
tan33x — gtan3x+x+C.

1 1
tan2x + gtan32x + EtanSZx + C.
1 3 1 5
——cot’x — —cot’x + C.
3 15
1
——cotdx —x +C.
4
1 1 5
——cot3x — —cot’3x + C.
3 9
1 5 1 3
—sec’ — —sec’6 + C.
5 3

1 2 1
asec99 - 586670 + gsecse + C.

1 1
gcscse — §CSC79 + C.

BT cos 8x — %cost + C.
1

sen2x — Esen6x+C.
1

sen x + EsenSx—{—C.

1
sen x — EsenSx + C.

1
sen 3x + EsenSx + C.

N— D= N= = =

1
cosx — —cos5x + C.
10
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