CAPITULO

2

Métodos de Integracion

2.5 Integracion por sustitucion trigonométrica

A continuacién veremos una técnica de integracion, la cual se basa en utilizar funciones trigonométricas
para aplicar cambios de variable que tendran como objetivo eliminar radicales de las formas va? — x2,
Va? + x? & v/x2 — a2, donde a es una constante positiva.

Consideremos aqui la notacién siguiente: si f es una funcién con variable independiente x y ademaés
contiene al menos un radical como los siguientes:

e +/a? — x2, entonces f serd denotada por f(x, va? — x2).
e Va?+ x2?, entonces f serd denotada por f(x, va? + x?).
e +/x2 —a?, entonces f serd denotada por f(x, vx2 —a?).

2,51 Integrales / f(x,va?—x?)dx

Nuestro primer objetivo es eliminar el radical va? — x2. Si usamos el cambio de variable
X =asend,

obtenemos:

Va? — x2 = Va2 — a?sen?0 = \/a?(1 — sen20) = va2c0s20 = a cosh.

El cambio de variable x = a sen @ permite eliminar el radical v a2 — x2 convirtiéndolo en v a2 — x2 = a cosf.
p

Ademas, si x = a sen 6, entonces dx = a cos6 do.
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2 Calculo integral

Por lo tanto, al aplicar este cambio de variable obtenemos:

/f Va2 — x2 dx—/f(awn@ a cosf)a cosh db.

que es una integral donde el integrando esta formado con las funciones trigonométricas sen ¢ & cosé.
Al calcular esta ultima integral tendremos como resultado una funcién G(6) en términos de funciones
trigonométricas. Es decir,

/f Va2 —x? dx—/f(a%n@ acosf)acoshdi = G(9) + C.

Debido a que en la integral original el integrando es una funcién de x, el resultado debe ser expresado
mediante una funcién H(x); esto es,

/f —x2 dx—/f(a%n@ acosf)acosfdd = GO) +C = H(x) + C.

Ahora bien, ;como pasar de G(0) a H(x)?
Como en G(0) se tienen funciones trigonométricas, para pasar de G(0) a H(x) debemos considerar:

2 2
X ac — X
x=asenf = senf=—- & ~a?2—-—x2=acosf = cosf = ——;
a a

ademas,

wn@:g = Q:arcwn(g).

Se puede utilizar un tridngulo rectdngulo auxiliar, generado de la forma siguiente:

x  cateto opuestoa 6
senf = — = P .
a

hipotenusa

Se aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el cateto adyacente a 6:

? =+a?—x2

e Observacién

Es importante observar que para calcular integrales de la forma / f (x, va?— xz) dx, también puede

ser aplicado el cambio de variable:
X = acoso.

En este caso:

Va? — x2 = Va2 —a2c0820 = \/a?(1 — cos?0) = va?sen20 = a senf.
Ademas dx = —a sen 6 df. El procedimiento es andlogo al que se expuso para x = a senf.
Aqui el tridangulo rectdngulo auxiliar, se genera de la forma siguiente:

x  cateto adyacente a
cosf = — =
a

hipotenusa
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Se aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el cateto adyacente a 6:

? =+Va?—x2

2

X
Ejemplo 2.5.1 Calcular la inte, ml/idx.
e S AV

Y Debido a que V4 — x2 = +/22 — x2, se propone x = 2sené.

Six = 2send, entonces dx = 2 cosf df y ademds

V4 —x2 = V22 2250 = /22(1 — sen?0) = +/22c0s?6 = 2 cosH.
Por lo tanto,

x2 22sen?6 1
————dx= [ =——(2cosh)df =22 29d9=4/—1— 20)do =
/mx /ZCOSG(COS) /sen 2( c0s20)
1 1
:2[9—§sen29]+C:2[9—§(Zsen9-0039)}+C:2[9—sen9-cos€]+C.

Ahora bien, para expresar este resultado como funcién de x debemos considerar que:

X X ,
x=ZSen9:>sen9:§ & Q:arcsen(g), ademas,

4 — x2

V4 —x2 =2c0s6 = cosf = 3

Esto es,

x2 X /x\ V4—x2
/ﬁdx:Z[Q—wQ-cose]+C =2 [arcseni—(E)T

= 2 arcsen (g) —§v4—x2+C.

Ejemplo 2.5.2 Calcular la integral /x3v 1 —x2dx.

Y Tomando en cuenta la observacién hecha en la teoria expuesta, podemos optar por el cambio de variable
X =acosf = cosb.

Entonces

dx = —senfdd yademds ~1—x2=+1-cos?0 = vsen?d = sen.



Calculo integral

Luego,

/x3«/1 —x2dx = /(0033 6)(sen6)(—senH)dd = —/cos3ésen29 do = —/sen2900339 do =

= —/sen29 [cos*6] cos6 db = —/sen29 [1—sen*6] cosf db— —/y2 (1-y*)dy =

| Donde y = senf & dy = cos6 df. |

1 1
=/y2 y>—1) dy—/(y4—y2)dy=§y5—§y3+C=

(m)s_g(m)%c:

1
3 —_
g(sene) —g(sené) +C = 3

Ya que v1 —x2 = senf.

(=)

= (mf [(1_x2)_1] 4=~/ [B1-x?)-5+C=

5 3 15

= L (V=) (-3 1 0 =~ (VA=) (352 4 2) + €.

15 15

2.5.2 Integrales / f (x, va?+ xz) dx

Para lograr el objetivo de eliminar al radical v/a? + x2, convenimos en utilizar el cambio de variable

x = atanf.

Entonces:

Va2 +x2 = Va2 + a2tan2 0 = \/a2(1 + ta? ) = Va2 sec? 6 = a sec.

El cambio de variable x = a tanf permite eliminar al radical v/a? + x? convirtiéndolo en:

Va2 + x2 = asech.

Ademas,
x =atanf = dx = asec? 6 df.

Por lo tanto, al aplicar este cambio de variable, obtenemos:

/f Va2 +x2 dx—/f(atan@ a sech)a sec® 0 d,

que es una integral en que el integrando esta formado con las funciones trigonométricas tan¢ y sec 6.

Alresolver estaintegral tendremos como resultado una funcién G (9) en términos de funciones trigonométri-

cas. Es decir,
/f Va2 + x2 dx—/f(atan@ asecH)asec?Hdd = G(O) + C.

Para expresar este resultado en términos de la variable original x, debemos considerar:

x =atanf :>tan9:£ & G:arctan(i);ademés,
a

a
Ja? + x2
Va2 +x2=asech = sec = ——.
a
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Se puede utilizar un tridngulo rectdngulo auxiliar generado de la forma siguiente:

x cateto opuesto a 6
tanf = — = .
a  cateto adyacentea 0

Donde se aplica el teorema de Pitdgoras para determinar la hipotenusa:
?=+a?+ x2

e Observacion. Para calcular integrales de la forma / f (x, Va2 + x2) dx, también puede ser aplicado

el cambio de variable x = a cot 6. En este caso:

Va2 + x2 = /a2 +a2cot2 0 = /a2 (1 + cot2 ) = Va2 csc2 = a csch.

Ademds dx = —a csc? 6 df. El procedimiento es andlogo al expuesto para x = a tanf.

En este caso el tridngulo rectdngulo auxiliar se genera de la forma siguiente:

cotd = X = cateto adyacente a ¢
" a  catetoopuestoa §

Donde se aplica el teorema de Pitdgoras para determinar la hipotenusa:

? =+v/a? + x2.

Ejemplo 2.5.3 Calcular la integral /x3\/ x2 +9dx.

Y Debido a que v/x2 + 9 = +/x2 + 32, se propone x = 3tan6.

Si x = 3tan6, entonces dx = 3 sec? § dY y ademés

VX2 +9=1/32tan2 0 + 32 = /32 (tan2 6 + 1) = V32 sec2 6 = 3 sech.



6 Calculo integral

Por lo tanto,

/x3\/x2+9dx=/33tan39-3$09-3$029d9:35/tan39$c39d9:

:35/tan29-$029-$09-tan9d9:35/(%cze—l) (sec® ) secH -tanf - df =

| Haciendo y = secf) & dy = secd - tanf) - do. |

=3 [(02- 102 dy =3 [ (0 =r?) dy =

1 1 1 1
:35 |:§y5_§y3:| +C :35y3 |:§y2_§:| +C —

2 _ 5 4
=3%)3 [3y15 5} +C:i—5y3(3y2—5)+c:%y3(3y2—5)+C:

Puesto que y = secé. ‘

4
— %(%c 0) [3(sec)® — 5] + C =

Ya que v/x2 + 9 = 3sech.

3 2
i(ﬂ) HJ) _5]+C=
5 3 3
(v+9) =
34\ VXT+ 1 3 x24+9-15
2 _
2\/(x2+9)3 (x 5 6>+C=é(x2—6)

O
Ej lo 2.5.4 Calcular la inte ml/ dx
emplo 2.5. —_—
. ) ey a
Y Proponemos x = atanf, entonces dx = a sec® 6 df y ademds:
VX2 +a2 = Va2tan? 0 + a2 = /a2 (ta? 0 + 1) = Va2 sec? § = a sech.
Por lo tanto,
dx a sec? 0 do Vx2+a?2  x
= = [sechHdf =In|sechd +tanb| + C; = In|—— + — C =
/«/xz+a2 / a secf / | + I+ G a +a T4
/2 2
=In % +C1=In’ x2+a2+x’—ln|a|+C1:In’x+\/x2+a2’+c.
dx
En articular:/izIn’x+\/x2+1’+C.
P Vx2 41 -



2.5 Integracion por sustitucion trigonométrica 7

2.5.3 Integrales / f (x, vV x?— az) dx

Como en los casos anteriores, nuestro primer objetivo es eliminar el radical +/x? — a? para lo cual conveni-
mos en utilizar el cambio de variable x = a sec 6. Entonces:

x=asech = Vx2—a?2 =+a2sec?h —a? = /a2 (sec20 — 1) = Va2 tan2 § = atanb.
Es decir, el cambio de variable x = a sec§ permite eliminar el radical v/ x2 — a? convirtiéndolo en:
Vx2 —a? =atand.

Ademas,
x =asech = dx =asecHtanb db.

Por lo tanto, al aplicar este cambio de variable:
/f Vx2—a? dx—/f(awce atanf)a secH -tanf do,

que es una integral en la que el integrando estd conformado con las funciones trigonométricas sec y tan 6.
Como en los casos anteriores, al resolver esta integral obtenemos como resultado una funcién G(6) en
términos de funciones trigonométricas. Es decir,

/f Vx2— a2 dx—/f(awce atanf)asecH -tanfh -dd = G(9) + C.
Para expresar este resultado en términos de la variable original x, debemos considerar que:
x=asech = sech = £&9 :arcwc(f); ademas
a a

2 — a2
Vx?2—a? =atanf = tanf = ——.
a

Se puede utilizar un tridngulo rectdngulo auxiliar generado de la manera siguiente:

x hipotenusa
seclh = — = .
a  cateto adyacente a ¢

Donde se aplica el teorema de Pitagéras para determinar
?=vx2—a?

e Observacién

Para calcular integrales de la forma / f (x, Vx2— az) dx, también puede ser aplicado el cambio de

variable
X =acsch.



8 Calculo integral

En este caso:

Vx2—a?2 =+Va2cc20 —a? = /a2 (csc? 6 — 1) = Va2 cot2 = a cot 6.
Ademads
dx = —cscd -cotd - db.
El procedimiento es andlogo al expuesto para x = a secf.

En este caso el tridngulo rectdngulo auxiliar se genera de la manera siguiente:

x hipotenusa
csch = — = .
a  catetoopuestoa 0

Donde se aplica el teorema de Pitagoéras para determinar

?=vVx2—a2.

3
X
Ejemplo 2.5.5 Calcular la inte, ml/idx
jemp 8 24

Y Debido a que vx2 — 4 = +/x2 — 22, se propone
x =2sech = dx =2secH-tand - df

y ademas

Va2 —4=+225c20 —22 = /22 (sec2 0 — 1) = V22 tan2 § = 2 tan .

Por lo tanto,

/ /23%039@%(:9 tan6) do = 23/$c 6do = 23/$c 6.6 -do =
d = _ _ _
Jx2—4
:8/(1+tan 9)%029d9:8/(1+y2)dy:

| Donde y = tanf & dy = sec® A df. |

1 8
:8[y+§y3]+C=8tan9+§tan39+C.

x2—4

Pero como vx2 —4 =2tanf = tanf = 5

Entonces:

dx:8tan9+§tan39+C=8

1 3
=4/ 4t /(24 C

&=
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dx
Ejemplo 2.5.6 Calcular la inte ml/i.
emp ) e

Y Sise propone:
X =asect = dx =asecH-tand - df

y ademas

Vx2—a? = Va?sec? 0 —a? = \/a? (sec? 0 — 1) = Va2 ta? § = atan®.

Entonces:
asech -tanf - do

dx
- = = 9dg =1 0 +tan6 .
/ = / proe: /%c njsech +tand | + C;

Sin embargo:

X x2 —qg2
xX=asech = sech == & ~Vx2—-a?2=qtanh = tanf = ———.
a a

Por lo tanto:

x2 —qg2

=In|secH +tand |+ C; =In +Ci =1In

X+ A/x2—a?
— +C =

X
=+
a

/ dx
Je—a

a
:In’x+«/x2—a2’—ln|a|+C1:In’x+~/x2—a2’+C.

En particular:
dx
7=In’x+~/x2—1’+C.
/ VxZ—1

e Observaciéon

Los cambios de variable aplicados para eliminar a los radicales va2 — x2, Va2 + x2 & Vx2 —a?,
pueden ser utilizados también para calcular integrales en cuyos integrandos no se tengan explicita-
mente dichos radicales, sino solamente los binomios de los radicandos.

. ; dx
Ejemplo 2.5.7 Calcular la mtegml/m.

Y Con el cambio de variable
x =asenf = dx = acosb db,

/ dx _/ a cosO db _/ a cosO df _ a/cos@ 40 —
a2—x2 ) a?—a?sen2 | a2(1 —sen?d) a2 ) cos2f
1 1 1

1
—/—d@:—/wc@d@:—ln|$09+tan9|+c.
a ) cosé a a

obtenemos:

x  cateto opuestoa 6
XxX=asenf = senf = — = P
a

hipotenusa

\9




10 Calculo integral

Usando el teorema de Pitagoras:

p— \/az — xz;
tenemos entonces: 4 N
sech = & tanf =
a’—x a2 — 2

Por lo tanto,

d 1 1 1
/%:—In|wc€+tan9|+€:—ln 4 Y _|yc=-m| 2 |ic=
as—x a a a2 —x2 a2 —x? a a? — x?
1
/ 2
S DR Cl ) N PPUPCRL W L C A PRy T . Rl G
a Ja—x«/a+x a Ja—x a—Xx
1
2
:lln a+x C:l(l>| a+x i
a a—x a \2 a—x
Esto es:
/ dx 1 a+x LC
a?—x2  2a —x '
O
Ejemplo 2.5.8 Calcular la integral / —_—
x2+a2)
A\
x =atanf = dx = asec® 6 dh.
Luego,
/ dx _/ asec? §df asec? §df _/ asec? 40 —
(x2 4+ a2)? (a2tan? 0 + a2)* [a2 (tan? 6 + 1)) a* (sec2 0)?
1 1
= /w:ze :a—3/00329d9:a—3/§(1+00329)d9:
1 1
:2a3 [9+2$n29}+C=273[9+§(2$n9-0039)}+C=
:—3[9+$n9-0039]+C.
Ahora:

x cateto opuestoa 6
x =atanf = tanf = — = )
a  catetoadyacente a 0

IS}

Por el teorema de Pitagoéras:

?7=Vx2+a2

10
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X a
Ademsids, sen = —— & ©0S = ———. Asi también:
Vx2 +a? Vx2 + a?
tan@:£ = Q:arctan(f).
a a

Por lo tanto:

dx 1 1 X X a
—— = —[0+snf-cosf]+C = — |arctan  — C =
/(xz+az)2 2a3[ + I+ 2a3[ (a)+«/x2+a2 VX2t a2 +
1 X ax
= —— |arctan ( — —_ C.
2a3[ (a)+x2+a2]+
O
r m,z
Ejemplo 2.5.9 Demostrar que/ Vr2 —x2dx = -
0
Y Con el cambio de variable,
x=rsenfd = dx =rcosfdb & vr2 — x2 = r cosb.
Obtenemos:
x=0=rsenNf=0=senNf=0=0=0&x=r => rsenf=r = senf =1 :9:%.
Por lo tanto:
r T s 11
/ «/rz—xzdxz/z(rCOSQ)rCOSGdG=r2/200329d9=r2/2 §(1+00329)d9=
0 0 0 0
r2 1 % r2 T 1 1
= — |6+ -sen2fb =— || =4+ =sen — {0+ -sn0 )| =
2[+2 ]o 2K2+2 ”) (+2 )]
r2rm r? o m ar?
=—|=4+0-0|=— (=) = —.
2 [2+ } 2 (2) 4
Esto es:
r m,z
/«/rz—xzdxz—.
0 4
O

Ejercicios 2.5.1 Sustitucién trigonométrica. Soluciones en la pdigina 13
Aplicar la técnica de sustitucion trigonométrica para calcular las siguientes integrales indefinidas y derivar para
verificar cada resultado.

X .

1. /x3v1—x2dx.
2. /x3\/x2+1dx.
3. /x3Vx2—1dx.

6 [~ _d 0, [Ye—y
R ANCESS )T

VX244 Vo
7. /de 11. /761 ;’_x dx.
X

2
3 8. /xid . / 2 2 _ 2 .
4./ X dr. T x 12 x“va? — x2dx
V9 — x2
x3 dx
[ o [t o [
x2-9 x4/x2 -4 o

11



12 Calculo integral

dx 2
14. /«/x2—4dx. 16. /73 18, /%dx.
x2(1-x2)2 9+ x2)2
dx
15. /\/4+x2dx. 17'/ 3
x(x2—4)2

12
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13

Ejercicios 2.5.1 Sustitucién trigonométrica. Preguntas: pagina 11

1 3
L=z (32 +2)/(1-x2)" + C.

2. %(3#-2) (x2+1)° +C.
3242/ - e

4. —1( 2 +18)Vo—x2+C.

3
1

5.3 ( +18) Va2 =9+ C.
1

6. g(xz—IS)«/9+x2+C.

; (x2+4)3 c

S LTI

8. 2arcsen(§)—%«/4—x2+c
2
x“4+2

9. VX2 -4+ C
8x3 +

11.

1. L
13.
14.

15.
16.

17. —

18.

-1
3a2x3

1
[—%«/az FxZ+1n
X

(az—x2)3 + C.

<Va2+x2—a>
— —— || + C.
2a X

4

— arcsen () —%x (a2 —2x2) Va2 —x2 + C.
2arcsen(§) + %«/erC.
VxT=d-2In (x+ VA2 —4) + C.
«/4+—xz+2ln(«/4+—xz+x) +C.

2x2 -1
x+/1—=x2
1 2 X

3 [77_4 +arcsec(5)] +C.

In(«/9+—xz+x)—ﬁ+€.

X
2
X
2

+C.

13
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