CAPITULO

2

Métodos de Integracion

2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales

2.6.1 Introduccion

En la seccion anterior vimos que aplicando el cambio de variable x = a sen se obtiene:

1 1
——dx=—1In
/az—x2 o 2a

De igual manera, aplicando la sustitucién trigonométrica x = sené y el procedimiento del ejemplo ?? de la
pégina ?? se obtendria:
2 1
/ ——dx=1In
1—x2 1

2 1 n 1
1—x2 14+x 1-—x

a+x
+C.

a—Xx

+x

+C.

Ahora bien, si consideramos:

entonces podriamos afirmar que

2 1 1 dx dx 1+ x
—~ dx = dx = =In|1 —In|1— C=In
/1—x2 x /<1+x+1—x> o /l+x+/1—x 1+ 1=+ ‘l—x

que es el mismo resultado, pero obtenido de una manera menos laboriosa.

. 1
5 a la suma de fracciones +
1—x 14+ x 1—x

+C,

?

Pero, ;cémo pasar de la fracciéon

Uno de los objetivos en esta seccién es mostrar cémo descomponer fracciones algebraicas en fracciones mas
simples, para luego utilizarlas en el cdlculo de integrales de funciones racionales.

1.canek.azc.uam.mx: 13/ 1/ 2017



2 Calculo integral

2.6.2 Funciones racionales. Propias e impropias
Debemos tener presente algunos conceptos basicos sobre funciones.
e Una funcién polinomial es de la forma:
p(x) = ag +aix +arx*+, ..., +a,x",
donde los coeficientes ao, a1, az, ..., a, son niimeros reales y n es un nimero entero no-negativo.

Cuando a, # 0, se dice quep(x) es una funcién polinomial o polinomio de grado #.

Por ejemplo: las funciones constantes p(x) = a¢ son polinomiales de grado cero; las funciones linea-
les p(x) = ap + a1x son polinomios de grado 1 y las funciones cuadréticas p(x) = ag + aix + azx?
son polinomiales de grado 2.

e Una funcién racional es de la forma f(x) = & donde p(x) & g(x) son polinomios. Es decir, una

q(x)
funcién racional f(x) es de la forma
. p(x) _agt+arx + A x4, ..., Fapx"

Cq(x)  bo+bix +byx2+, ... +bypxm’

VACY)

donde
p(x) =ao+a1x + arx%+, ..., +a,x" esun polinomio de grado n
y donde
q(x) = by + b1x + box2+, ..., +bux™ esun polinomio de grado m.
En el contexto del algebra elemental, una funcién racional es cominmente denominada como una
fraccién algebraica.

Se supone siempre que en la funcién racional f(x) = p(x) los polinomios p(x), ¢(x) no tienen factores

q(x)
comunes, ya que en caso de existir, serfan cancelados en la fraccién.
p(x)
40) . . o
menor que el grado m del polinomio denominador (es decir, cuando n < m) y es impropia cuando
n=>=m.

e Una funcién racional f(x) = es propia cuando el grado n del polinomio numerador p(x) es

Por ejemplo, las fracciones racionales
2 x—1 x? x 1
3x—4" x2-2x+42" x34+1 x*-1
son propias y las fracciones

’

x5

x+1 2x3 x*+1 x10
x—1" x2-2x4+1 x*—-1" x5+1

son ejemplos de fracciones racionales impropias.

x . . . :
Es importante tener presente que si f(x) = % es una funcién racional impropia, entonces se puede
q(x

efectuar la divisién del polinomio p(x) entre el polinomio ¢g(x) y asi obtener un cociente c(x) y un
residuo r(x). El algoritmo de la divisién permite afirmar que

c(x)
PO _ rx)
q(x)| p(x) = o c(x) + 7o)’

r(x),
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r(x)

donde c(x) & r(x) son polinomios y el grado de r(x) es menor que el grado de g(x), por lo que )

es una funcién racional propia.

2x3—-3x2+3x -5
x2+1

3 del polinomio numerador p(x) = 2x®—3x% 4 3x —5 es mayor que el grado 2 del polinomio denomi-

Por ejemplo: la funciéon f(x) = es una funcién racional impropia, ya que el grado

nador g(x) = x2 + 1. Al efectuar la division @ se obtiene:
q

(x)

2x—3 <—  Cociente c(x) =2x —3.

X241 2x3-3x243x-5

—2x3 —2x
—3x24+ x -5
+ 3x2 +3
X —2 <« Residuo r(x) =x—2.

El algoritmo de la divisién permite afirmar que

3 2
X7 —3x"+3x-5 x—=2
2x -3
x2+1 =@t

2.6.3 Integral de funciones racionales impropias

Por lo visto en la seccién anterior, el algoritmo de la divisién permite expresar a toda funcién racional

p(x) r(x)
q(x) q(x)’

Este resultado es fundamental para calcular integrales de funciones racionales impropias, ya que:

R - PO L) PO ey . 8

impropia —— como la suma de un polinomio ¢(x) y una funcién racional propia ——

qt0) q(x) q(x) q(x) ok
Esto es,
e La integral de una funcién racional impropia es igual a la integral de un polinomio c(x), mas la
integral de una funcion racional propia E ;
3 2
— 4x —
Ejemplo 2.6.1 Calcular la integral / ox ;x +1 x -3 dx.
x —_—
6x3 —7x% +4x -3

Y En este caso, el integrando f(x) = es una funcién racional impropia, ya que el

2x —1
grado 3 del polinomio numerador p(x) = 6x* — 7x% + 4x — 3 es mayor que el grado 1 del polinomio
denominador ¢g(x) = 2x — 1. Luego, efectuamos la divisién

3x2—2x+1 «— Cociente ¢(x) =3x%—2x + 1.
2x—1| 6x3—7x2+4x-3
— 6x3 4 3x?
i =3
+ 4x%—2x
3
—2x+1

—2 <« Residuo r(x)=-—
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Y asi tenemos:

-2
_ 2 _
= (3x 2x+1)+—2x_1.

3_ 7,2 _
&:C(x)_’_r(x) 6x° —7x°+4x -3

q(x) q(x) 2x —1

Por lo tanto,

6x3—7x2+4x -3 -2 —2dx
dx = 2 _2x+1)+——|dx = 2_2x+1)d / =
/ - X /[(3x X+ )+2x—1] X /(3x x+1)dx + o

=x3—x24+x—-In2x - 1|+ C.

O
2x3 —3x2+3x -5
Ej lo 2.6.2 Calcular la integral dx.
jemplo alcular la integra / 211 x
Y Como anteriormente hemos visto,
2x3 —3x24+3x -5 x =2
/6 x2+1 (2x )+x2+1
Por lo tanto,
2x3 —3x24+3x—-5 x =2
/ 211 dx = /[(2x—3)+ 7] ]dx—/(Zx—3)dx+/xz—+1dx=
x dx dx
= 2x —3)d -2 | — =
/(x Y x+/ x2+1 /x2+1
=x2—3x+§|n(x2+1)—2arctanx+C.
O
—2x—13
Ejemplo 2.6.3 Calcular la mtegml/%dx.
—2x —
V¥ Elintegrando f(x) = % es una funcién racional impropia. Al efectuar la divisiéon
X
x?—4
x24+4] x4—2x—13
—x* —4x?
—4x2 —-2x—13
+4x* 416
—2x + 3,
encontramos:
x*—2x—13 5 —2x+3
T (x*—4) 4+ —=.
x2+4 (*=4)+ x2+4
Por lo tanto,
x*—2x—13 ) —2x+3 ) —2x+3
/7x2+4 dx:/[(x —4)+7x2+4]dx=/(x —4)dx+/7x2+4 dx =
2x dx dx
_ 2 _
—/(X —4)dx—/m+3/m—
1
= §x3—4x—ln(x +4)+3[ arctan(;)] +C =
x3 3 X
=" —4x—In(x?+4 —arctan(—) C.
3 x—In(x?+ )+2 3 +
O



2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales 5

2x4 4 x3 —2x2 -3
Ejemplo 2.6.4 Calcular la integml/ X 3 A dx.
x3—x

¥V Elintegrando es una funcién racional impropia. Al efectuar la division:

2x + 1
x3—x’ 2x4 4+ x3-2x2+x-3
—2x* + 2x2
+x3 +x -3
—x3 +x
+2x—3,
tenemos:
2x* 4+ x3—2x24+x -3 2x — 3
3 =2x+ 1)+ .
x3—x x3—x

Por lo tanto,

2x*4 3 _2x? -3 2x -3 2x -3
/ XX Al dxz/[(2x+1)+x)3C ]dx:/(2x+1)dx+/ a dx =

x3—x x x3—x
2x =3
=x+x+ / 3 dx.
x3—x
. 2x —3 . .
Pero, ;cémo calcular dx? Es evidente que nos faltan herramientas.
O
2.6.4 Fracciones parciales
Una fraccién parcial es una funcién racional de cualquiera de las formas siguientes:
1. f(x) A Aa &b tantes, a # 0, n es un entero positivo
. f(x) = ————;con4,a constantes, a # 0,1 es u itivo.
(ax + b)r P
Ax + B . B
2. gx) = ———————,0bienh(x) = —————; donde 4, B,a, b & c son constantes, n es un
(ax? + bx +c)" (ax? + bx +c)"

entero positivo y ademds (ax? + bx + ¢) es un polinomio cuadrético irreducible
Es decir, una fraccién parcial es una funcién racional (cociente de polinomios), esto es, puede ser:
1. Una constante A entre una potencia entera positiva de una funcién lineal ax + b
A
(ax +b)yn”

2. Una funcién lineal Ax + B o bien una constante B entre una potencia entera positiva de un polinomio
cuadrético irreducible ax? + bx + ¢

Ax + B o bien B
I i -_—
(ax? +bx +c)" (ax? + bx +c)"

Aqui es importante tener presente la equivalencia de las siguientes afirmaciones:

e El polinomio cuadrético ax? + bx + ¢ es irreducible.

e El namero b? — 4ac es negativo (b — 4ac < 0).
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e La ecuacion cuadrédtica ax? + bx + ¢ = 0 no tiene soluciones reales y sus soluciones son nimeros

complejos.

e El polinomio cuadrético ax? + bx + ¢ no es factorizable mediante factores lineales (con coeficientes)

reales.

Ejemplo 2.6.5 Las funciones racionales

1 4 5 23
filx) = m§ fa(x) = (ZxT)S; f3(x) = ;§ Jalx) = 4

son fracciones parciales.

¥ Sondela forma 1., esto es, constante entre una potencia entera positiva de una lineal.

Ejemplo 2.6.6 El polinomio cuadrdtico x> — 2x + 5 es irreducible.

Y Tenemos que
b? —4dac = (-2 —4(1)(5) =4—-20=—-16 < 0;

luego, el trinomio cuadrético x? — 2x + 5 no puede ser factorizado mediante factores lineales reales.

Ejemplo 2.6.7 Las funciones racionales

3x —4 X 1

g1(x) x2—-2x+5 §2(x) (x2—-2x +5)3 g3(x) (x2—2x +5)2
son fracciones parciales.

Y  El trinomio cuadrético (x? — 2x + 5) es irreducible.

Ejemplo 2.6.8 Las funciones racionales

M) = ot W) = s & () = e
no son fracciones parciales
¥ El trinomio cuadratico (x> — 5x + 6) no es irreducible. Observe que

b? —4dac = (-5)* —4(1)(6) =25-24=1> 0,

y ademds que (x? — 5x + 6) = (x — 2)(x — 3).

Ejemplo 2.6.9 El binomio cuadrdtico x* + k2, con k real y con k # 0, es irreducible.
Y Observe que la ecuacién cuadrética x? + k2 = 0 no tiene soluciones reales, ya que
X2+kr?=0 & x?=—k?,

lo cual no puede suceder: un real no negativo x2 no puede ser igual a un real negativo (—k?).

Ejemplo 2.6.10 Las funciones racionales

x+1 X =2

filx) = PR fa(x) = 212 & falx) = 2197

son fracciones parciales.

Y Los binomios cuadraticos (x2 + 1), (x2 + 4) y (x2 + 9) son irreducibles.

O

En vista de que uno de nuestros objetivos es integrar funciones racionales mediante la aplicacién de frac-

ciones parciales, es necesario que sepamos cdmo integrar este tipo de funciones.

6
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2.6.5 Integraciéon de fracciones parciales

A
1. Cuando la fraccién parcial es f(x) = m,
, , : dy
aplicamos el cambio de variable y = ax + b = et & dy = adx.

Por lo tanto:

e Paran =1,

A dx A [dy A A
— dx=4 =— | —=—1In K =—In b| + K.
/(ax+b)" o /ax+b a/y a v+ a jax +b| +

e Paran > 1,

A A [d A A —ntl A 1
/7dx=—/—y=—/y_"dy=— Y ]+K= [ ]+K=
(ax + b)n al yr a a |-n+1 a(-=n+1) | yr1

A 1
" a(l—n) [(ax +b)"—1] +

D
(ax? + bx +c)"

e

2. La fraccién parcial es f(x) = ,con ax? + bx + ¢ irreducible y D constante.

Primero es necesario operar algebraicamente sobre el trinomio cuadratico irreducible (ax? + bx + ¢)
para expresarlo mediante una suma de cuadrados, esto es, ax? +bx +c = a? + 1?).

Consideramos que
b b ¢
ax>+bx+c=a (x2+—x+£> =a(x*+ px+gq); donde p= —&q = —.
a a a a

Luego observamos que, por ser ax? + bx + ¢ un cuadratico irreducible, también x? + px + g es
irreducible; por lo que p? —4g <0 = p? < 4q.

Ahora operamos algebraicamente sobre el trinomio x? + px + ¢, pensando en construir el trinomio
cuadrado perfecto asociado al binomio x? + px.

2 2 2 2 2 4g — p?
x2+px+q=[x2+px+(§)]+q—(§) =[x+§} +q—%=(x+§) + q4p =
2
2 Vg — p2 2
=(x+£) iy (e =(x+£) + A%
2 2 2
4a — 2
donde A = YL P~ o5 yn niimero real ya que:
4a — 2
4g>p? = 4q—p*>0 & #:AER.
Entonces,
2
ax2+bx+c=a(x2+px+q)=a[(x+§) +AZ].
Y si aqui consideramos que x + g = u, obtenemos:
2
ax2+bx+c=a(x2+px+q)=a[(x+§) +AZ]=a[u2+)LZ].
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Por lo cual,
(ax2 + bx + c)n = [a (u2 + AZ)]n =a" (u2 + Az)n .

Posteriormente, al integrar debemos considerar la igualdad x + g = u como un cambio de variable,
du
orloque — =1 & du = dx.
P que o;
Por lo tanto:

e Paran =1,

/ dx _/ dx _/ dx _l/ dx .
(ax2+bx+c)" ) ax2+bx+c ) a(x2+px+q) a ( p)2+kz_

X+E
_1/ du 1 1arctan(u) LK =
Ta) u2+A2 al|A A a
= —arctan —=Z% | +
Vg —p? V4q — p?
2 2
a X+ p

ctan + K,

av/4q — p? V4q — p?

K =

Q| =

b
dondeng&ng.

e Paran > 1

/ dx _ / du _ 1 / du
(ax2+bx+co)" ) an2+212)"  an ] 2+ 2"
Aqui podemos aplicar la sustitucion trigonométrica:
u = Atan0,
por lo que:
du =Asec?0dd & u?+A%=A%ta? 0+ A% =A% (ta? 0 + 1) = A2 sec? 6.
Por lo tanto:
1 A sec? 6 do

dx 1 du
/ (ax2+bx +c)" a_”/ W2+ 22" an ) A2sec26)”
A sec? 4 df A dé
= a_n AZn %CZ" 2] = anAZn /SeCZn—Z 2] =
/ cos?" 29 dh = / cos?™=V 9 dh,

an)2n—1 a A2n—1
donde el exponente 2(n — 1) es entero positivo par, ya que n es natural y n > 1. Luego, esta
integral podra ser calculada aplicando técnicas tratadas en la seccion 2.4.

du
Ahora bien, existe otra manera de calcular la integral / Wy y es utilizando una férmula re-
u

cursiva.

Dicha férmula, que serd demostrada al final de esta seccién, es la siguiente: para m entero positivo,

du 1 1 u ! 1 du
/(MZHZ)’"“ s Kﬁ> @+ a2 ( - ﬁ) / (u? +AZ)’"]’

D
Con esto afirmamos que podemos calcular cualquier integral de la forma / (a2
ax

I
Fthxto) pata

D constante, n entero positivo y ax? + bx + ¢ irreducible.
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Ax + B ' '
M—T)n' con Ay B constantes y con ax? + bx + ¢ irreducible.
ax X c

Aqui primero aplicamos el cambio de variable w = ax? + bx + ¢ = dw = (2ax + b)dx.

3. Sila fraccién parcial es f(x) =

Expresamos la fraccién parcial f(x) como la suma de dos fracciones con el mismo denominador.

Obtenemos asi un par de integrales que podemos calcular.

Ax+ B / & :A/ 2a (x + &) e —
(ax>+bx+c) (ax? + bx + c) 2a (ax? + bx +¢)"
2ax + Z”B (2ax + b) + Z”B —-b
- (ax? + bx + o) t = Z (ax? + bx + c) -
A 2ax +b ZZB -b
" 24 (ax?2+bx +c)"  (ax2+bx +c)" -

_ A [ Qax+Db)dx / Z”B —-b
(ax? +bx +c)" Za (ax2 + bx +¢)"

. dw dw | A A (ZaB )/
N Za 2a (ax2+bx+c)

vyl
" 2a 2a (ax2+bx + )"’

Ax + B A dw Ab / dx
(ax? + bx +¢) ~ 24 2a (ax2 +bx +¢)

Esto es,

Por lo tanto:

e Paran =1,

/ Ax + B q /dw B Ab / dx .
ax?+bx+c YT 2a ax?2+bx+c
A A d

ZInjw| + B__b /7)6:
2a 2a ax?+bx+c

A Ab dx
—Inlax®>+b B—— /—,
2a jax® + x+c’+( 2a> (ax? +bx +¢)

donde la dltima integral ya ha sido calculada.

e Paran > 1,

Ax + B dr — dw+
(ax? +bx + )" x—— ( )/(ax2+bx+c)
=—/ "dw+(3‘—>/m=
—n+1
" 24 (—n+1>+( )/(ax2+bx+c)

= A 1 + B — A_b / d—x —
© 2a(-n+1) \wn! 2a (ax2 +bx + c)" N

- : “(2-30) [@orrerer
" 2a(1—n) (ax? +bx + )" (ax? + bx +o)"’

donde la dltima integral ya ha sido calculada.

Ahora si, con todo lo anterior, podemos afirmar que ya podemos calcular integrales de fracciones parciales.
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4
Ejemplo 2.6.11 Calcular la integral / [3 G- 2x)5} dx.

d
¥ Considerando el cambio de variable y = 3 —2x = d—y = —2 & dy = —2dx. Luego,

5 4 _ _ 1 d_y dy _
/[3—2x_(3—2x>5}dx‘5/3 T /(3 20° /( 2) v 4( 2) v
—4
:—Eln|y|+2/ _de———ln|y|+2<y4>+C=

5 1 1
=—=Inly|—— C:——In3—2 - 4+ C=
=g+ B =22 =55 T

1
=-3 [In|3—2x|5+ ]+C.

1
(3 —2x)*

dx

Ej lo 2.6.12 Calcular la integral | —5———
jemplo Calcular la in egm/ ot 1

¥ Primero verificamos que el trinomio cuadratico 3x% — 2x + 1 sea irreducible; como

3x2—2x+1=ax’>+bx+c¢c =>a=3b=-"2&c=1 =
=b%—dac = (-2 -43)(1) =4—-12=-8 <0,

el trinomio cuadrético es irreducible.

A continuacién expresamos el trinomio mediante una suma de cuadrados.

3x2-2x+1=3 2yl 322+12+1 123(1>2+11
- = - =X =3|x"—=x = Sl e = X == -——| =
o SRR 3775) "33 3) T30
2
1\* 2 1\> (V2 )
= —_— — f— _ — R e A’Z
3[(}6 3>+9 3[(}6 3>+<3>] 3[u+ ],
V2
1 du

donde u =x——;)k = 5
Considerando el cambio de variable u = x — 3 = i =1 & du = dx, tenemos:

/ dx / dx 1/ du 1[1 u]

S — =— [ ——=_|—actan(=)| + K =
2 _ 2 2

3x2—2x + 1 | . ﬁ>2] 3) w2+ 301 (A)

10
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Ejemplo 2.6.13 Calcular la integral / 2 dr
x

—2x + 5)
¥V Verificamos que el trinomio cuadratico sea irreducible:
xP=2x+5=ax’+bx+c a=1b=2&c=5=
=b%—4ac = (-2)>—4(1)(5) =4-20=—16 < 0.

Ademas:
X2 45=(x-2x+1)+4=(x—-1*+4=(x—-1)>+2%

Aplicando el cambio de variable u = x — 1 = du = dx, tenemos:

dx dx du
/ (x2—2x + 5% / [(x —1)2 +22 / (u2 + 22)*

Con la sustitucién trigonométrica :

u=2tand = du=2sec?0dfd & wuP+4=2"tan*0+2>=2%(tan’ 0+ 1) =2>sec’9.

Entonces,
dx du 2sec? 6 2 1 1
= = dd == | ——df = [ cos?6df =
/ (x2 = 2x + 5)° / (u? + 22)* / (22 wcz 0)* 24 / sec? § 8/
1 1 1
= / (1+00329)d9— [9+Zsen29]+K:R[9+§(Zsen9-cose)]+K:

1—6[9+sen9-0039]+1(.

u
Comou =2tanf = tanf = o

/u2+22
u
0
2
Entonces: )
u u
f=actan(—);seNn = —— & Co0SO = —.
(2) ~u? + 22 u?+4
Por lo tanto,
d d
/ al zz/ ! [ +senf -cosb] + K =
(x2—=2x +5) (U2 + 4)* 16
- L amtan( ) +
16 /—uz /—uz
1
16 acian 2) u2+4]+
1 1 2(x —1
= — |arctan (22— ) + =1 +K =
16 | 2 x—-1)2+4
L[ x—1 2(x —1)
= — |arctan K.
16 | ( 2 >+x2—2x+5}+

11
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3x —4

Ejemplo 2.6.14 Calcular la inte ml/— x
Jemp 8 (x2 = 2x +5)*

Y x%—2x + 5es un trinomio cuadrético irreducible.

d
Aplicamos el cambio de variable y = x? —2x +5 = d—y =2x—-2& dy = 2x —2)dx.
x

Procedemos a construir esta diferencial en el numerador de la fraccién que aparece en el integrando.
4 3 4 3 8 3 8
3x+4=3 _) =2 S)=Z(2x+2)=Z(2x—-24+2+2]) =
X+ <x+3> 2()<x+3> 2<x+3> 2<x +3+>
3 14 3
=2 |2x=-2)+—|=2x—-2)+7.
3 [( x—2)+ 3 ] 2( x—=2)+

Luego expresamos la funcién racional como la suma de dos fracciones con igual denominador, para final-
mente integrar mediante una suma de integrales.

/ 3x —4 dx=/§(2x—2)+7dx:/ 3(2x -2) N 7
(x2=2x +5)* (x2 = 2x +5)* (x2=2x+57% (x2-2x+5)?

3 2x —2 d 3 d d
:_/<x—>2dx+7/—xzz_/_§+7/—xzz
2) (x2=2x+5) (x2=2x +5) 2)y (x2=2x+5)

é[_l}+7/ dx . -3 +7/ dx
210 y (x2—=2x+5)% 2(x2-2x+5) (x2—2x +5)*

Ahora utilizamos el resultado obtenido en el ejemplo anterior

3x —4 _ -3 1 x—1 2(x —1) _
/(x2—2x+5)2dx_2(x2—2x+5)+7(16> [arda”( 2 >+(x2—2x+5)]+K_

= = +7arctan i IR b
C2(x2-2x+5) 8 (x2 —2x + 5) N

_ (@ +7x-1 T x—1 _
T 82 —2x+5) +16amtan( >+K_

2
8(x2—-2x+5) '

Ejemplo 2.6.15 Calcular la mtegml/ —
2+ 9)

¥ Podemos calcular esta integral de dos maneras diferentes: una es aplicando la sustitucién trigonométrica

x = 3tan#, en cuyo caso debemos calcular la integral / cos' 0 df; y otra manera es utilizando la férmula

du 1 1 U ! 1 du
@ + A2y Kﬁ> w2 ( - %> / (u? +A2>’"] ‘

Optamos por la aplicacién de esta formula parau = x,A =3 & m=2.

/ dx :/ dx ZL[L X +(1_L>/ }
(x2 +9)° (x2 43271 32 [2(2) (x2 + 32)? 2(2) (x2 + 32)

5 |(8) o+ 0-3) Sl =50 i+ () ]
9[\4/) (x2+9) 4)) 2497 9\4) x2+9> \4/) (x2+9)

recursiva

12



2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales 13

Esto es:

X 1 dx .
(x2+9)3_36(x2+9)2+ﬁ/(x2+9)2’ ¥

Aplicamos de nuevo la férmula recursiva param = 1.

/ de 1 [ 1 ( )/ }
(x2 +9)% (x2+32)1+1 T 32 2(D) (x2+32) (x2+32)

1

18

_1 1 X ! 1 dx dx .
_5[5(x2+9>+(_>/(x2+9>] ( ) () X24+32

X 1|1 X
8219 18 [3 (3)} +

Utilizamos este resultado y sustituimos en (x):

dx _ X 1 X 1 o (x)] K —
/(x2+9)3_36(x2+9)2 [18(x2+9)+_alran 3)| TR =

1
= al + al + arctan (i) + K.

36 (x2+9)>  (12(I8) (x2+9)  (12)(54) 3

Por lo tanto

[ S o et (5)| &
(x24+9)° 36 [(x24+9)* 6(x2+9)7> 18 3 ‘

3
Ejemplo 2.6.16 Calcular la integml/ _ oeH3 dx.

(x2 —4x 4 5)°
Y ;Esirreducible el trinomio x2 — 4x + 5?

x2—4x+5=ax’+bx+c =a=1b=—-4&c=5=>
=b%—dac = (—4)>—4(1)5) =16—-20 = —4 < 0.

Si, x2 — 4x + 5 es un cuadrético irreducible. Consideramos el cambio de variable:

d
y=x2—4x+5 = £=2x—4 & dy = (2x —4)dx.

Y procedemos a construir la diferencial dy, para luego expresar la funcién racional del integrando como
una suma de fracciones y asf calcular la integral mediante una suma de integrales.

6x + 3 2x + 1 2x—4+1+4 2x—-4)+5
——— =3 | ———— s dx=3 | ——————dx=3 | ——————dx =
(x2—4x +5) (x2—4x +5) (x2—4x +5) (x2—4x +5)
2x —4 5
=3 3+ 3| dx =
(x2—4x +5) (x2—4x +5)

2x — d
3 U—‘Ddg“s/—Xy
(x2—4x+5) (x2—4x+5)

Calculamos ahora este par de integrales para luego realizar las sustituciones pertinentes.

2x —4)d d 1
(-x ) X / y / _3dy——+C1——— Clz——2+C1
(x2 —4x +5)° 2(x2—4x+5)

Para calcular la segunda integral:

x2—dx+5=(x*—4x) +5=(x*—dx+4)+5-4=(x -2 + L.

13



14 Calculo integral

Nos damos cuenta de que
x?—4x+5=u*+1lconu =x—2.

Con el cambio de variable, u = x —2 = du = dx. Por lo tanto:

dx dx du
/(x2—4x+5)3_/[(x—2)2+1]3 _/(u2+1>3‘

Aqui aplicaremos la férmula recursiva:

du 1 1 u ! 1 du
(2 + 42" T @2 Kﬁ> u? +22)" +( _%>/(u2+12>’”]’

considerando que A = 1. Ademds, sera aplicada dos veces: primero con m = 2y luego conm = 1.

1 u 1
/(u2+ ) (u2+ 12)2+1 T2 wrig (1_Z> / W+ 1>

T a2+ 1) +1) /(u2+1)1+1 B
u

R [ 7+(1_1>/d7"]_
A2+ 1) 2(1) 2 4+ 1)! 2)) @2+

_ u +3 u +1/ du _
S 4240?4202+ 2) w41

! Su +3arctan + C
= u
21172 TsaE T o

/(xz—ji+5)3_/[(x—2)2+l] /(u +1)

= + - arctanu+C =
4 (u? +1) 8(u +1) 2T
(x —2) 3(x—2) 3
= + + arctan(x —2) + C
4(x2—4x +57> 8(x?—4x+5) =2+ G

Esto es,

Por lo tanto:

6x +3 2x —4)dx
—2T7 =3 —— &
(2 —4x+5)° (x2 — 4x + 5) (x2 — 4x 4 5)
! x—2 3(x - 2) 3
=3 | 2|t + + = arctanx—z +C =
[Z(XZ 4x+5)2] [4()62—4x+5)2 8(x2—4x +5) ( )
-3 15(x —2 45(x — 2 45
= 3 S )2 Z(X ) + g adtan(x—2) + C =
2(x2—4x +5) 4(x2—4x +5) 8(x2—4x+5)
15x — 36 45(x — 2) 45

= +—arctanx—2 + C.
4(x2—4x+5> 8(x2—4x+5) ( )

2.6.6 Integracion de funciones racionales propias por fracciones parciales

Ya hemos visto como proceder para integrar funciones racionales impropias y también como integrar frac-
ciones parciales. Ahora veremos cémo proceder para integrar funciones racionales propias.

14



2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales 15

Es decir, nuestro objetivo ahora es calcular integrales de funciones racionales % donde el grado del

polinomio numerador p(x) sea menor que el grado del polinomio denominador g(x).

. L. px)

Para esto es necesario escribir
. . . 4() o . . .
ciones con denominadores lineales o cuadraticos irreducibles, o bien son potencias naturales de estos.

como una suma de fracciones parciales que, como sabemos, son frac-

Y para tener los denominadores de dichas fracciones parciales es necesario factorizar el polinomio denomi-
nador ¢(x), para lo cual se considera que:

e Todo polinomio con coeficientes reales puede ser expresado, de manera tnica, como producto de
factores lineales y/o cuadréticos irreducibles.

Sobra decir que, en esta etapa, debemos tener presentes los diversos procesos de factorizaciéon.

Una vez factorizado el denominador ¢(x), se procede a obtener las fracciones parciales mediante un pro-
cedimiento algebraico que depende de los factores obtenidos para ¢ (x).

Mediante ejemplos, mostraremos procedimientos para casos especificos.

Caso 1. Los factores de g(x) son todos lineales y diferentes.

En este caso:
q(x) = (a1x + bi)(azx + b2) -+ (apx + by),

en donde los factores (a; x + b;) son todos diferentes.

Aqui se aplica el criterio siguiente:

Cada factor lineal (a; x + b;) genera una fraccion parcial de la forma d - con A; constante.

a;x + b;

En este caso debemos proponer:

A A A
p(x) — 1 + 2 4ot n ’
q(x) a1x +by  axx + by anx + by

con Ay, Az, -+, A, constantes.

ra determinar los valores de es A;, se procede ener la su ee raccione
Para determinar los valores de las constantes A4;, se procede a obtener la suma de estas fracciones
parciales, la cual tendrd como minimo comiin denominador ¢g(x). La igualdad de la funcién racional

Pt la suma de las fracciones nos llevaran a una igualdad de polinomios (los numeradores), que

q(x) ° ) . . .
permitira el calculo de las constantes 4; mediante la solucién de un sistema de ecuaciones.

2x%2 —5x — 18

Ej lo 2.6.17 Calcular la integral | ——————
jemplo alcular amegm/x3+x2+6x x

Y Primero observamos que el integrando es una funcién racional propia.

Luego factorizamos el polinomio denominador g(x).
g(x) =x>+x%—6x =x (x> +x —6) = x(x —2)(x + 3).

Aqui hay tres factores lineales diferentes: x, (x —2) & (x + 3).
Para expresar (descomponer) la funcién racional como una suma de fracciones parciales aplicamos el
siguiente criterio:

con A constante.

A
e Cada factor lineal (ax + b) de g(x) genera una fraccion parcial de la forma R

15



Calculo integral

16

2x2—5x—18_2x2—5x—18_A+ B N C
Cx(x—=2)(x+3) x (x-2) (x+3)

x3 4+ x2 —6x
Sumamos las fracciones parciales propuestas y obtenemos:
Ax =2)(x +3)+ Bx(x +3) + Cx(x —2)
x(x =2)(x +3) ‘

Se tiene entonces la igualdad
2x2—5x—18  A(x —2)(x +3)+ Bx(x +3) + Cx(x —2)
x(x —2)(x +3) '

x(x —=2)(x+3)
En estaigualdad de fracciones vemos que los denominadores coinciden. Por esto inferimos que los numera-

dores deben ser iguales y debe cumplirse:
2x2 —5x —18 = A(x =2)(x +3) + Bx(x +3) + Cx(x —2) =

=A(x? 4+ x—6) + B(x? +3x) + C(x? —2x) =
= Ax?> 4+ Ax — 6a + Bx?> + 3Bx + Cx?> —2Cx =
=(A+ B+ C)x?+ (A +3B —2C)x + (—6A).

Esta igualdad de polinomios ocurre cuando, y solamente cuando, los coeficientes de los términos del mismo

grado son iguales. Esto es, cuando:

A+ B+ C =2;
A+3B-2C =-5;
—6A4 = —18.

Obtenemos la solucion de este sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, de la siguiente manera:

De —64 = —18 se obtiene A = 3. Luego,
A+B+C=2 &A=3=3+B+C=2
A+3B-2C=-5 &A=3=34+3B-2C=-5

= B+ C=-1.
= 3B —-2C = -8.

Multiplicamos por 2 la primera ecuacién y el resultado se suma con la segunda.

2B 4+ 2C = -2;
3B —-2C = -8;
5B = —10;
B =-2.
Luego,
B+C=-1&B=-2=> -24+C=-1=C=1.
Los valores de constantesson A = 3, B = —2, C = 1. Por lo tanto:
2x2—5x—18_A+ B € 3, -2 1
x34+x2—-6x x x—-2 x4+3 x x-2 x+43

Finalmente, integramos y obtenemos:
3 2 1
dx =3Inx —=2In(x —=2) +In(x + 3) + K; =

/2x2—5x—18dx_/ .
x3+x2—6x x x—2 x+3
K 3
—Inx® —In(x —2)% + In(x + 3) + InK = In| 2@ +3)
(x —2)?

16



2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales 17

Observacion. En este caso, en que el denominador ¢(x) tiene factores lineales diferentes, disponemos de
otra manera para determinar los valores de las constantes que son numeradores de las fracciones
parciales propuestas.

Primero se realiza el procedimiento visto, desde el inicio hasta que se obtiene la igualdad de los
polinomios numeradores; a continuacién se identifican las raices del denominador g(x), para luego
usarlas (una por una) en la igualdad de los polinomios numeradores. De cada sustitucion efectuada se
obtiene el valor de una de las constantes. Para entender esto, usaremos la misma integral del ejemplo

anterior.
Ej lo 2.6.18 Calcular la inte ml/2x2—5x—18 x
mplo 2.6. _
Jemp S x3 4+ x2+6x
v 2
2x*—5x — 18

Para calcular la integral / xx3+x72x—6x dx procedimos asi:

2x2—5x—18  2x*—5x—18 A N B N C AKX -2)(x+3)+Bx(x +3)+ Cx(x —2)
W34x2—6x x(x—2)(x+3) x (x—-2) (x+3) x(x —2)(x +3) '

Esta igualdad de fracciones, con denominadores iguales, nos llevé a la igualdad de los polinomios nu-
meradores

2x% —5x — 18 = A(x —2)(x + 3) + Bx(x + 3) + Cx(x —2). (2.1)

Ahora bien, las raices del polinomio denominador g(x) = x(x —2)(x +3)son: x =0,x =2, x = —3.

e Utilizando x = 0 en la igualdad (2.1), se obtiene
2(0)* = 5(0) — 18 = A(0 —2)(0 + 3) + B(0)(0 + 3) + C(0)(0 —2) =
= —18 = A(-2)(3) =
= —18=A(-6) => A=3.

e Utilizando x = 2 en la igualdad (2.1), se obtiene
2122 -502) - 18=A42-2)2+3)+ BQ)Q2+3)+CQ)2-2) =

= —20 = A(0) + BQ2)(5) + C(0) =
= —20=B(10) = B =-2.

e Utilizando x = —3 en la igualdad (2.1), se obtiene
2(=3)* = 5(=3)— 18 = A(-3—2)(=3+3) + B(-3)(-3+3) + C(-3)(-3 -2) =
= 15=A(-5)(0) + B(-3)(0) + C(-3)(-5) =
= 15=C(15 = C=1.

Entonces, como ya sabfamos, 4 =3, B = -2,C = 1.
Luego, completando el ejemplo,

2x2—5x—18_A+ B € _3_ 2 1
x34+x2—6x x (x—2) (x+3) x x—-2 x+3

Por lo que,
2x% —5x — 18 3 2 1
— dx = - - dx =3Inx —2In(x —2) +1In 3)+ K =
/x3+x2—6x o /(x x—2+x+3> o Y (¥ =2) +In(x +3) +
—n Kx3(x +3)
a (x—2)

17



18 Calculo integral

Caso 2. Cuando en ¢(x) se tiene un factor lineal repetido.

Aqui consideramos que ¢g(x) tiene al menos un factor (@x + B)", lo que es indicativo de que el factor
lineal (¢x + B) se repite m—veces.

En este caso:

e Cada factor (ax + )™, que es un factor lineal con exponente m, genera las m fracciones parciales
siguientes:
B 1 B 2 B 3 B m

ocx+,3+ (ax + B)? + (ax + B)3 o (ax + gy’

donde B;, B,, B3, -+, By, son constantes.

Por ejemplo:
q(x) = (a1x + b1)(azx + ba) - -+ (arx + br)(ax + B)™,

X
con los factores lineales (a; x + b;) todos diferentes, para descomponer a p(x) en fracciones parciales

se debe considerar:

A .
1. Cada factor (a;x + b;) genera una fraccién parcial de la forma ﬁ, con A; constante.
a; x i

2. El factor (xx 4+ B)™ genera las m fracciones parciales ya mencionadas.
Por lo tanto, la descomposicion seria:

px) Ay Az Ay B B> B
= + 4+t + + 3 e
q(x)  aix+b1  axx+b arx + by ax+ B (ax+p) (ax + p)ym

Para determinar los valores de las constantes 4;, B;, se procede algebraicamente como en el caso
anterior.

10x — 16 dx
-4 (x2-2x+1)

Ejemplo 2.6.19 Calcular la integml/( >
x

V¥ Elintegrando es una funcién racional propia. Factorizamos el polinomio denominador ¢ (x).
gx) = (x> —4) (2 =2x + 1) = (x +2)(x = 2)(x — 1)~

Vemos aqui dos factores lineales diferentes, (x + 2) y (x — 2), asf como un factor lineal repetido, (x — 1).

1. El factor (x 4 2) genera una fraccién parcial

x+2
2. El factor (x — 2) genera una fraccion parcial T3
3. El factor (x — 1)? genera dos fraciones parciales —— _b
' 8 P =1 (=12
Por lo tanto:
10x — 16 10x — 16 A B C D
= + -+ + =

(Z—H(2-2x+1) (+2E-2x—-12 x+2 x—2 " x—1"x-12
LA =2 — 12+ B +2)(x — 1> + C(x + 2)(x =2)(x — 1) + D(x +2)(x —2)
B (x +2)(x —=2)(x —1)2 ‘

18



2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales 19

Esta igualdad de fracciones, con denominadores iguales, se cumple cuando los numeradores son iguales.

10x — 16 = A(x —2)(x — 1)? + B(x + 2)(x — 1)? + C(x +2)(x — 2)(x — 1) + D(x + 2)(x —2) =
=A(x*—4x>+5x-2)+ B (x> =3x+2)+ C (x* = x> —4x +4) + D(x* —4) =
— (A4 B +C)x> + (=44 —C + D)x* + (54 —3B — 4C)x + (=24 + 2B + 4C — 4D).

Esta udltima igualdad de polinomios se cumple cuando se satisface el sistema de ecuaciones

A+B+C=0 A+B+C=0; (Ee. 1)
4A-C+D=0 —4A—C+D =0; (Ee.2)
5A—3B—4C =10 54—3B —4C = 10; (Ec.3)

24 42B+4C—4D = —16 —A+B+2C—2D = -8. (Ec. 4)

Podemos resolver este sistema asi:

4(Bc.1) + (Ec.3) = 94+ B = 10;

2(Ec.2) + (Ec.4) = —94 + B = —8. |Sumando estas dos ecuaciones

2B=2 = B=1.

9A+B=10& B=1= 94+1=10 = A=1;
A+B+C=04A=1&B=1=14+14+C=0 = C =-2;
—44A-C+D=0A4A=1&C=-2= —4+24+D=0 = D=2.

Luego entonces,

10x — 16 _ 4, B C D I B 2
(2—4)(x2-2x+1) x+2 x-2 x+2 x-=2

1 G-

Por lo tanto:
/ 10x — 16 q / 1 N 1 2 N 2 q
X = — X =
(xZ2—4)(x2-2x+1) x+2 x—-2 x-—-1 (x=1)2

dx dx dx
= -2 2 — 1) 2dx =
/x+2+/x—2 /x—1+ /(x ) o

M]_’_K:

:In(x+2)+|n(x—2)—2|n(x—1)+2[ 7

=In(x +2) + In(x —2) — In(x — 1) —

(x—1)+K:

x2 -4 2
=0l e

O

Observacion. Con respecto a la otra manera para determinar los valores de las constantes (comentada en
el caso anterior), que son los numeradores de las fracciones parciales propuestas, el procedimiento en
este ejemplo es el siguiente.

Tomando en cuenta la igualdad de los numeradores
10x =16 = A(x —2)(x — 1)® + B(x +2)(x — 1)? + C(x + 2)(x —2)(x — 1) + D(x + 2)(x —2), (22)

y las raices del denominador ¢(x) = (x+2)(x—2)(x—1)?,quesonx = —2,x = 2 & x = 1 (de multiplicidad 2),
usamos cada raiz en la igualdad (2.2) , para determinar los valores 4, B, C, D.

19



20 Calculo integral

x=-2en(22) = 10(=2) — 16 = A(=4)(=3)> + B(0) + C(0) + D(0) = —36=A(-36) = A=1.
x=2en(22) = 10(2) — 16 = A(0) + B(4)(1)> + C(0) + D(0) =4 = B(4) = B=1.
x=1en(22) = 10(1)— 16 = A(0) + B(0) + C(0) + D(3)(~1) = —6=D(-3) = D=2,

Ya utilizamos todas las raices y todavia falta por determinar el valor de la constante C.
(Qué hacer? Ante esta situacién, utilizamos los valores A = 1, B = 1, D = 2 en la igualdad (2.2) y
obtenemos:
10x =16 = 1(x —2)(x = 1) + 1(x + 2)(x = 1)® + C(x + 2)(x —2)(x — 1) + 2(x + 2)(x — 2).
Ahora desarrollamos, simplificamos y despejamos C.

10x—16 = (x> —4x> +5x —2) + (x> =3x +2) + C(x +2)(x = )(x — D + 2 (x* —4) =
=S 10x—16=2x>-2x24+2x -84+ C(x +2)(x —=2)(x — 1) =
= —2x342x2 4+ 8x—-8=C(x +2)(x =2)(x — 1) =
—2x3 +2x2+8x—8 —2(x3—x2—4x+4) B

=C= x+2)x—=2)(x—1)  (xB3—x2—4dx+4)

Por lo tanto, como ya sabiamos, los valores de las constantesson 4 =1,B =1,C =-2,D =2.

Caso 3. Cuando en ¢(x) hay factores cuadraticos irreducibles (ax? + bx + ¢) o bien (ax? + bx +¢)"™ [el
exponente m indica que el cuadratico irreducible (ax? + bx + ¢) se repite m—veces].

El criterio que se aplica en este caso es el siguiente:

1. Cada factor cuadratico irreducible diferente (ax? + bx + ¢) genera una fraccion parcial de la

Ax + B
forma — -, con Ay B constantes.
ax?+bx +c
2. Cada factor cuadratico irreducible repetido (ax? + bx + ¢)™ genera las m fracciones parciales
siguientes
A1x + By Azx + By Amx + By
5 5 + cee + > R
ax* +bx+c = (ax2+4bx +c) (ax?+bx +¢)
con A; y B; constantes, parai = 1,2, ..., m.

Para determinar los valores de las constantes A4;, B; se lleva a cabo el mismo procedimiento algebraico
aplicado en los casos anteriores.

2_4x-1
Ejemplo 2.6.20 Calcular la integml/%dx.
x4 —

¥ Notamos primero que el integrando es una funcién racional propia.

Luego factorizamos el denominador ¢(x):
ge) =x*—1=(*=1) (P +1) =@ -Dx+1) (x> +1).

Para expresar mediante fracciones parciales al integrando debemos considerar que:

1. El factor lineal (x — 1) genera una fraccién parcial de la forma

2. El factor lineal (x + 1) genera una fraccién parcial de la forma 1

. . Cx+D
3. El factor cuadratico irreducible (x? + 1) genera una fraccién parcial de forma = T

20



2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales 21

Entonces,

x2—4x—1 x2—4x—1 _ A4 B  Cx+D_

x*—1 x—=Dx+DE2+1) x—1 x+1  x2+1
A+ 1) (2 4+1)+Bx—1) (x*+1) + (Cx + D)(x — (x + 1)
B (x=DE+1D(x>+1) ‘

Esta igualdad de fracciones, con igual denominador, se cumple cuando los polinomios numeradores son
iguales

x2—dx—1=Ax+1) (x> + 1)+ Bx—1) (x> +1) + (Cx + D)(x — (x + 1) =
=AM+ +x+1)+B(XP - +x-1)+C(x>—x)+D (x*-1) =
=A+B+CO)x*+A—-B+D)x>+(A+B—-C)x+(A—B—D).

Esta igualdad de polinomios se cumple cuando los términos del mismo grado tienen coeficientes iguales.
Es decir, se debe satisfacer el sistema de ecuaciones

A+B+C=0; (Ec. 1)
A—-B+D=1; (Ec.2)
A+ B—-C = —4; (Ec.3)
A—B—-D=-1. (Ec. 4)

Podemos resolver este sistema de la siguiente manera.
Sumando (Ec. 1) con (Ec. 3), se obtiene 24 + 2B = —4.
Sumando (Ec. 2) con (Ec. 4), se obtiene 24 — 2B = 0.

Y sumando este tltimo par de ecuaciones se obtiene 44 = —4; de donde A = —1. Luego,
24-2B=0 & A=-1= B=A=-1 = B=-1;
A+B+C=0 & A=B=-1= -1-1+C=0 = C=2
A-B+D=1 & A=B=-1=0+D=1 = D=1
Entonces:
x2—4x—1 -1 Lo 2l
xqf—1 x—1 x+1 x241°

Por lo tanto:

/x2—4x—1d / 1 1 N 2x N 1 d
— 00X = —_ —_ X =
x4—1 x—1 x+1 x24+1 x2+4+1

=—In(x = 1) —In(x + 1) +In(x*> 4+ 1) + arctanx + K =
=—[In(x— 1) +Inx + D] +In(x*> + 1) + actanx + K =
=—In[(x = )(x + D] +In(x*> + 1) + arctanx + K =
=—In(x*—1) +In(x*+ 1) + arctanx + K =
:m[x2+l

———— | + arctanx + K.
xz—l}

x2—2x+1

Ejemplo 2.6.21 Calcular la integml/m x

21



22 Calculo integral

Y Primero observamos que el integrando es una funcién racional propia.
Luego factorizamos el denominador ¢(x).
g) =x* +22+ 1= ()’ +2(%) + 12 = (2 +1)°.

Aqui se tiene un factor cuadratico irreducible (x? + 1) repetido dos veces, por lo cual genera dos fracciones
parciales con numeradores lineales. Esto es,
x2—2x+1 x*—2x+1 Ax+B Cx+D (Ax+ B)(x*>+1)+(Cx + D)
X224 (k24172 2241 (24177 (&2 + 1) ‘

Esta igualdad de fracciones, con denominadores iguales, se cumple cuando los numeradores son iguales.
X*=2x+1=Ax+B)(x*+ 1)+ (Cx+D)=A(x>+x)+B(x*+1)+Cx) + D =
= (A)x>+(B)x> +(A+C)x + (B + D).
Igualdad de polinomios que se cumple cuando:
A=0B=1A+C=-2B+D=1= A=0;B=1;,C =-2;D =0.

Entonces,
x?—2x+1 Ax+B  Cx+D 1 —2x

= + = + .
2+ FHL 247 P+ (241

Por lo tanto,

x2—2x+1 1 2x dx )
Y dx = - dr= [ ——— 24+1) "2xdx =
/x4+2x2+1 ) /[XZ"‘l (x2+1)2} * /x2+1 /(x 1) ard

1

(x2+1)" B
_71+K—arctanx+x2+l

= arctanx — + K.

O
En el siguiente ejemplo haremos uso del teorema del Factor, el cual asegura que:

e Six = r es una raiz del polinomio P(x), entonces (x — r) es un factor de P(x). Es decir, si P(r) =0,
entonces (x — r) es un factor de P(x).
Ademss, si (x — r) es un factor de P(x), entonces P(x) = (x — r)R(x); donde R(x) es otro factor

. . . e X
polinomial que se obtiene efectuando la division ——.

3x2—8x+ 13 N
3-3x24+7x-5

Ejemplo 2.6.22 Calcular la integral /
x

¥V Es evidente que el integrando es una funcién racional propia.

Aqui, al denominador ¢(x) = x* —3x? + 7x — 5 no se le identifica facilmente con una expresién factorizable.

Pensando en el teorema del Factor nos preguntamos ;qué valor de x produce g(x) = 0?

Six =1:
g) =12 =31)>+71)-5=1-34+7-5=8—-8=0.

Luego, x = 1 es una raiz de g(x). Entonces, por el teorema del Factor se afirma que (x — 1) es un factor del
polinomio g(x). Esto es, g(x) = (x —r)R(x), donde

3_3x247x-5
R(x) = q(x) _x x% +7x 2 _oy4s
X—r x—1

22



2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales 23

Es decir, g(x) = (x — 1) (x? —2x + 5).

El polinomio (x? — 2x + 5) es un factor irreducible, ya que:
b? —dac = (-2)? —4(1)(5) =4—-20=—-16 < 0.

Ahora bien, para descomponer el integrando mediante fracciones parciales debemos considerar que:

1. El factor lineal (x — 1) genera una fraccién parcial de la forma

Bx+C
2. El factor cuadratico irreducible (x? — 2x + 5) genera una fraccion parcial de la forma xzxf-:-i—S
Luego,
3x2—8x+13 3x?-8x+4+13 A4 N Bx+C  A(x*=2x+5)+ (Bx+C)(x—1)
x3-3x24+7x -5 (x—-1)(x2-2x+5 x—-1 x2-2x+5 (x—1)(x2=2x+5)

Desarrollando el dltimo numerador:
A(X?=2x+5)+(Bx+C)x —1)=A (x> =2x+5) + B (x* —x) + C(x = 1) =
=(A+B)x?>+ (24—B+C)x + (54— C).
Igualamos con el numerador original:
(A4 B)x*> 4+ (24— B + C)x + (54— C) = 3x? —8x + 13.
Igualdad que se cumple cuando

A+B=3-24-B+C=-8 & 54-C=13 =
= B=3-4;-24-B+C=-8 & C =54-13.

Usando B =3 - A& C =54—-13en —24 — B + C = —8§, se obtiene 44 = 8, de donde A = 2. Luegpo,
B=3-A4=3-2=1&C =54—-13=52)—13 =-3.

Entonces:
3x2 —8x + 13 2 x—=3

(x—=D(x2=2x+5) Tyl +x2—2x+5‘

/3x2—8x+13 dx_/ 2 dx+/ x=3
x3=3x24+7x-=5 ) x—1 x2-2x+5

Observe que y = x? —2x +5 = dy = 2x —2)dx.

Por lo que

Por lo tanto,

3x2 —8x + 13 dx 1 2(x =3

dx =2 + - gdx=
x3—-3x24+7x-5 x—1 2J) x2-2x+5

1 [(Q2x—2)—4

R e sy

2) x2-=2x+5

1 2x —2 4
= In(x — 1)2 —/ - dx =
(x )+2 [x2—2x+5 x2—2x+5] *

1 2x —-2) 4/ dx
=124 [ 7D g 2%
nex—1) +2/x2—2x+5 T2 ¥ +s

1 [dy dx
=Inx—-1)2+= [ =-2 =
nex—1 +2/y /(x2—2x+1)+4

=2In(x—-1) +

23



24 Calculo integral

1 x
=In(x - 1%+ =1In —2/7=
( ) 2 (x—1)*+22

1 1 -1
:In(x—1)2+lny2—2[§arctan (XT” + K =

-1
= In(x — 1)®> 4+ In\/x2 — 2x 4+ 5 — arctan (XT> + K.

—2x% +8x+2
—-2x2+1
¥V Elintegrando es una funcién racional propia. Factorizamos el polinomio denominador ¢ (x).
gx) =x*—2x24+1= (x2)2 —2(x?) +1=(x*- 1)2 =[(x=DEx+D]? = qgx) = (x—-1D*x+ 1%
Expresamos el integrando mediante fracciones parciales

—2x2+8x+2  —2x2+4+8x+2 A B C D
T+l G2 tl? xdi TG T xri T T
A(x D+ D2+ Bx+1)?+Ckx + D(x—1)2%+ D(x — 1)2
(x = 1D2(x + 1)?

Esta igualdad de fracciones, con denominadores iguales, se cumple cuando los numeradores son iguales

2x2 4 8x+2=Ax - D+ 1> +Bx+ 1> +Cx +Dx-1)>+D(x—1)> =
=AM +x>—x—-1)+B(xX*+2x+1)+C (x> —x>—x+1)+ D (x> —2x +1) =

=(A+C)x*+(A+B—-C+D)x?+(-A+2B—C —2D)x +(—A+ B+ C + D).

Igualdad de polinomios que se cumple cuando

Ejemplo 2.6.23 Calcular la integral /

A+ C =0; (Ec. 1)
A+B—-C+ D =-2 (Ec.2)
—A+2B—-C—-2D =8; (Ec.3)
—-A+B+C+ D=2 (Ec. 4)

Podemos resolver este sistema de ecuaciones de la forma siguiente:
Sumando (Ec. 1) con (Ec. 3), se obtiene: 2B —2D = 8.

Sumando (Ec. 2) con (Ec. 4), se obtiene: 2B + 2D = 0.

Sumando este par de ecuaciones se obtiene 4B = 8, de donde B = 2.
Luego se obtienen los valores D = -2, 4 =—-1,C = 1.

Entonces:
—2x2 4+ 8x +2 -1 2 1 2

(x—l)z(x+1)2_x—1+(x—1)2+x+1_(x+1)2’

Por lo tanto,
—2x2 +8x +2 1 2 1 2
————dx= [ |- + dx
x*—2x2+1 x—l (x—l)2 x+1 (x+1)2

/(x—l)_ dx+/——2/(x+l)_ dx =

— D!
=—|n(x—1)+z[%]+|n(x+1)—z[%]+1<=
2 2
:—In(x—l)——+|n(x+1)+?+l(—
x+1 2 2 x+1 4
=1In + - K=In - K.
[x—l} x+1 x—1+ (x—l) x2—1+

24



2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales 25

Ejercicios 2.6.1 Fracciones Parciales. Soluciones en la pdgina 27
Aplicar el método de Fracciones Parciales para calcular las siguientes integrales indefinidas y derivar para verificar
cada resultado.

12 2 _ 4_ .3 2
1. /xidx. 7. udx‘ 13. 2x" —x" +4x +2d
x24+x—-6 (x2 + 4)2 2 (2 + 1)
9x — 40
> / - . S g [AEra oL
x%2—9x 420 4x2—9 31 a2
3. /—idx4. o /x3—3x2+4x—4dx. s / W pxtl
X = x4 —2x3 4+ 2x2 -2 re
(x —3)%dx 2x2 +x+1
4. /— 10. ———— dx. Ax
(x_l)(xz_l) (x+3)(x_1)2 X 16 x4_1d.x.
2x2+x—1 —1\2 4y — 8
5. /37% 1. [ (2 dx. 17. [ =222 .
X7+ x x2+1 x4+ 4x2
6x% —24x — 54 5x2 —4x +4 3x2 — 8x + 36
o [ Mg e g [ Say,
(x2 - 9) X4 —8x2 + 16 X4 —16
2.6.7 Apéndice
. . . du
Deduccién de la féormula recursiva para [ ———— .
(u? 4+ 22"+
v
/ (u* +12) / u? du A2 du
u? + 12) W+ Az)m+1  + Az)m+1 (u T Az)m+1

AZ du u? du 2 —m—1
- - - — | a2 .
2 + A2)" 1 / W2+ 12)”‘ w2 + A2)" 1 / W2+ AZ)’” /” (u? +2%) u Qu

Aplicamos integracion por partes para calcular la tltima integral; seleccionando

w=u&dv=(u”+ AZ)_m_l u du,
se obtienen ( . 2)
—m— 1 (u®+ 227" -1
d = d & = 2 A,Z m=1 d = — =
w = du &v / (u® +2%) uu = = — TR

Al sustituir en la igualdad de integrales:

A2 du . du dw| = du dw —
/(M2+Az)m+1 _/(uz_’_AZ)m_ wv_/v w —/(u2+kz)m_wv+/v w =

_ U -1 -1 dy —
_/(MZHZ)’”_”[Zm(uZHZ)’”]+/2m(u2+12)’” “

u
/ (2 + )LZ) *om @2 +20)" 2m ) w2 +r)™

| 1 U
~ 2m 2 +)LZ)’”+( _%>/(u2+12)’"‘

25
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Calculo integral

Es decir,

AZ/ du .
W2 + 22"t

Por lo tanto,

/ du _ b
(M2 +Az)m+1 - A2

26

(

1

2m

)

u 1 du
(1 B %> / W 12"

2m (u2? + A2)™ +

u

u? +A2)" *

1 du
(1 B %> / W +AZ>’"] ‘



2.6 Integracion de funciones racionales. Fracciones parciales

Ejercicios 2.6.1 Fracciones Parciales. Preguntas, pdgina 25

[ 1
Lin | K& £3° 10. In [K(x2+2x—3)] S
(x—=2)3 x—1
N 1
2 In [K(x—4)4(x—5)5]. 11. arctanx + 211 + K.
'K(x—Z)] x—2 3x-2
3. In|——=|. 12. In - ——+K.
| +2) xt2 24t
[+ D* 2 2 1
4. In|—=| — K. 13. ——+ ———= +K.
(x—1)3 x—1 + x  2(x2+1)
) 1
3 3
5. —Inx+§ln(x2+1)+arctanx+l<. 14. In [Kx (x—l)] +o
x —3 12 [K(x —1) 1 1 X
— 15. In — —arctan —.
6. In_x+3]+x2_9+l<. N x_1+2 2
by 1 16.
7. arctan(—) —— + K.
2 +x2+4+ o [ Kx ]+2+ . (x)
r cIn|—==—|+ = +arctan( = ).
3 In K(2x—3)]. VX2 +4]  x 2
2x +3 -
s o [ KOEDVTET] 3
9. ;+In[ x2—2x+2]. : (x +2)2 2 )
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